De tweede methode van Lyapunov en haar toepassing op het stabiliteitsprobleem bij stelsels partiele differentiaalvergelijkingen by Frankena, J.F.
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
AFDELING TOEGEPASTE WISKUNDE 
TN 42 
De tweede methode van Lyapunov en haar toepassing 





----------------- - ----- -----
Inhoud 
Inleidins 
Hoofdstuk Io Fundamentele begrippen uit de stabiliteitsleer 
1 0 Dyna.mische systemen in de Euclidische :ruimte E 
n 
2o Dynamische systemen in functie ruimten 
3o Dynamische systemen in een metrische ruimte 
4o Voorbeelden 
Hoofdstuk IIo De tweede methode van !:I;a:eun9v 
5 c De twee methoden van Lyapunov 
6. Generalise.tie van de tweede methode van Lyapunov 
Hoofdstuk IIIo Stabiliteit van invariante verzamelingen v~ 
algemene systemen 
7o Algemene systemen in specie.le ruimten 
80 A.lgemene systemen in een willekeurige metrische ruimte 
9o Generalisatie van de tweede methode van Lyapunov voor 
algemene systemen in een metrische ruimte 
Hoofdstuk IVo Toepassing op stelsels partiele differentiaal-
ve:rgelijkinge~. 
100 Autonome stelsels en dynamische systemen 
110 Niet-autonome stelsels en algemene systemen 
12. De methode van Zubov voor het construeren van 
Lyapunov functionalen 
13. Werk van de Russische School 

























De tweede methode van LzaEunov en haar toe~assini oE het stabiliteit~= 
12robleem biJ__;,i;,elsels Earliele. differentiaal verg;eliJkin§ep, 
Inleidin5 
ouLyapunovu s Process is one of the major 
instruments of dynamical stability& You 
really know where you areo For the first 
time in historyo Community~ Identity~ 
Stabilityo If we could Lyapunovskify 
indefinitely the whole problem would be 
solvedg" 
Vrij naar Huxleyt Brave New Worldo 
In deze scriptie wordt een overzicht gei:i;even van enkele der belang= 
rijkste resultaten uit de stabiliteitsleer voor stelsels partiele diffe= 
rentiaalvergelijkingen~ zoals deze tot nu toe ooao aan de hand van 
Lyapunov~s tweede methode is ontwikkeld door voornamelijk Russische geF 
leerden als Zubov~ Yerugin© Nemytskii~ Barbashini Krasovskii~ SoLo Sobolev~ 
eoa.o Het onderzoek in deze richting is nog verre van afgesloteno 
De volgorde en keuze der onderwerpen® voor een g:root gedeelte ont"" 
leend aa.n Zulrov [1Ji zijn aangepast aan het doel© io snel mogelijk te 
geraken tot de toepassingen op stelsels partiele differentiaalve:rgelijkingeno 
Het leek ons hierbij echter nuttig~ enkele voornaamste elementaire beg:rippen 
uit de stabiliteitsleer volgens Lyapunov vooraf te behandeleno 
2 
Io Fundamentele besrim2en uit de stabiliteitsleer 
1 o Pl!;amische s;zstemen in de .Euclidische ruimte E 
- - n 
Alvorens met de behandeling van dynamische systemen in een metrische 
ruimte te beginnen geven we in §§1 en 2 enige speciale voorbeeldeno 
Zij E 
n 
een n-dimensionale Euclidische ruimte met elementen 
X = (x1~ ooo~ xn) 1 =co < X s s = 1~ ooo& n~ 
en F(X) = (f1(x18 ooo~ xn)& ooo~ fn(x 10 ooo® xn)) een vectorfunctie met 
op E gedefinieerde en continue componenteno Wanneer deze functies in een 
n 
begrensd gebied D((;;E voldoen aan een Lipschitz voo:rwaarde moboto de varia-
n 
0 0 0 3 X 9 ioeo 
n 
0 0 0 0 
n 
i)I <L 0 
n D r i=1 






een familie inte,:i:raalkrommen bepaaldo We noteren X(t~X(O)) voor de oplos= 
sing met X(O@X(O)) = X(O)o Indien alle componenten van F begrensd zijn@ 
Ir (x 1 0 0000 x )I < m ~ s n X~E @ n 
is iedere integraalkromme van (1o1) gedefinieerd voor t ~(=00 ~ 00 )o Dit is 
altijd te bereiken door bovo uitgaande van (1o1) de volgende coordinaten-
transformatie toe te passen 
n 2 dt = dt O (1 + l f.(xi© ooo~ x ))~ 
i=1 l " n 
zodat (1o1) overgaat in 
( 102) 
dx f (x10 ooo® x) s s n 
"""""""' = ===""""""""""""""'""""====-dt n 2 
1 + l f.(x 1 ~ 000 0 x) 
• 1 1 , n 1=1 
3 
De oplossingen van (1c2)® aangegeven door X(.~X(0)) 0 vormen meetkundig 
dezelfde fa:m.ilie als die van (1o1) en zijn gedefinieerd voor -= <, < =o 
Is X(t 0X{O)) een oplossing van (1o2)t dan is X(1+c 3X(O)), met c een 
reele constante© dit ooko Blijkbaar wordt door hat stelsel (1c1) in E 
n 
een fa.milie integraalkrommen gedefinieerd met de volgende eigenschappeni 
!,o Voor iedere eindige waarde van lx(O)I is X(,®X(O)) voor alle t ~(-=®=) 
gedefinieerd en X(O~X(O)) = x( 0 ), 
.lo) 
J:.o De vectorfunctie X(ttX\ ) is continu in Z1Jn definitiegebiedo Dit is 
een gevolg van de continue af'hankelijkheid van de beginvoorwaarden; 
.£0 Voor alle waarden van ten , 1 is 
X(t+t 1iX(O)) = X(tiX(t 10X(O)))o 
Voor vaste '® =® < t <=en voor alle X(O)E E kunnen we X(t&X(O)) opvat= 
n 
ten als een transfonnatie van E 
n 
in zichzelfo Aldus wordt voor variabele 
t door het stelsel (1o1) een e~n-para.metrige groep van transformaties 
gegenereerdo Aan twee elementen X(t 19X(O)) en X(t2 ,x(O)) de som 
= - (0) - (0) X(t 10X(t2®x )) = X(t 1+t2 ~x ) 
toegevoegd~ de optelling is associatief; het nulelement van de groep is 
de identieke a:f'beelding X{OiX(O)) = X(o), de inverse van X(ttX(O)) is 
- (0) X(=t 0X )o 
Definitieo Een een=par·ametrige groep van transforms.ties van E in zich-
n 
zelf met de eigenschappen !, t/m £, heat een Sl!}amisch ~ysteem ~~o 
2o &namische systemen in functie ruim~~n 
Het is mogelijk om een dynamisch systeem te definieren op geheel 
andere ruimten dan E o Beschouw boVo de ruimte ~ van continu differen-
n 
tieerba.re © voor XE E gedefinieerde functies ¢,(X) = qi(x 1 ® o o o t x ) ® welke n , n 
uniform begrensd ziJn in het oneindige 8 en wa~rvoor een constante L~ 0 
IL~I < 00 bestaat zodat 
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Met deze no:rmering is~ een Banachruimtec 
Beschouw nu voorts de lineaire partiele differentiaabrergelijking 
( 2 0 1) au n at= au + }: 
i=1 
waa:rin a® b 1 ~ o o o ~ b0 reele constanten zijno Voor iedere functie <Pe~ 
kunnen we een oplossing u(q,©t) van (2o1) met u(¢,~O) = <P vinden, toWo 
(2o2) 
Voor vaste t kunnen we u(<j,~~) beschouwen als een transfo:rmatie van 
in zichzelfo Deze transfonnatie heeft de eigenschappeng 
!,o De functies u(¢,~t) zijn continu in elk punt (<Pst) in beide varia= 
belen~ ioeo bij iedere E > 0 zijn o1 > 0 en o2 > 0 te vinden zodat 
I lu{qi1 ~t,) = u(<P2~t2) I I < E 
indien it 1=t2 1 < o1 en ll<P 1=<P2 11 < o2 ~ o1 = o1(¢i 1 ~t 1 ) 9 o2 = 11 2 (iii 1 ~t 1); 
Eoo u(u(q,~t1 9 t 2 ) = u(<j,~t 1+t2 ), 
Co 
-
Voor elke willekeurige ·lj>~ tI> bestaat er een en slechts een oplossing 
(2a2)~ welke uniform differentieerbaar naar alle argumenten is~ z~ 
dat u(qi 90) = ¢,o 
We noemen een een=parametrige groep transformaties van tI> in zichzelf 
met de eigenschappen !!-, t/m £_ een 9Zna.misch slsteem in de functie 
ruimte <l>o 
Een ander voorbeeld van een dynamisch systeem 0 gedefinieerd in een 
f'unctie ruimte vormt het stelsel oplossingen van 
(2o3} 
met 
Zij 'I' de ruimte der paren (cj,il/J), waarbij de functies, cj,(x) en ljJ(x) 
gedefinieerd en·continu differentieerbaar zijn veor•...,co < x < +co en 
zowel cj,(x) als 1/J(x) voor lxl + co eindig zijno In 'I' definieren we 
d 
11 ( cj, ® 1/J} 11 = sup I ♦ I + sup I 1/J I ~ """" < x < ""o 
De functies 
(2o5) { uC ♦ ,~,tl :_ lC ♦ Cx-t) + ♦ (x+t) + wCx+t) - 1/J(x-t)), 
v(cj, 01/Jtt) - ~(1/J(x-t) + ljJ(x+t) + cj,(x+t) - cj,(x•t)) 
vormen een oplossing van het Cauchy probleem (2o3) 8 (2o4) in die zin, 
dat u(cj,tl/J~O) = cj,(x) en v(cj,~1/) 00) = 1/J(x)o 
Opgevat als transformaties van 'I' in zichzelf (voor vaste t) vormen 
de oplossingen (2o5) een dynamisch srsteem,!a,! met de eigenschappeng 
.,!o u( ♦ 0 1/J 1 t) en v( ♦ ,1/Jit) zijn gedefinieerd voor -"" < t < +00 en elk 
element (cj,,l/J)G-1¥, (u( ♦ 5 1/J 8 0) 9 v(cj, 9 1/) 00)) = (cj,~1/Jh 
E,o u(u(cj, 0 1/J 1 t 1) 9 v(cj,,,1/J 9t 1) 8 t 2 ) = u( ♦ ,I/J1t 1 -+t 2 ) 0 
v(u(cj,,,1/Jllt 1}, v(cj,~1/J,,t 1} ~ t 2 ) = v(cj, 01/Jet 1+t2h 
.£,o Wegens het gedrag van <I> en 1/J voor lxl + 00 zijn cj,(x) en 1/J(x) uniform 
continu in x als (cj, 8 1/J) Ei'I'~ u(cj, 91/J,t) en v(lj, 0 1/J~t) zijn continu in 
( cj, 0 1/J) en to 
3o Dynamische systemen in een metrische ruimte 
In deze paragraaf zullen we eigenschappen van dynamische systemen 
in een willekeurige metrische ruimte R bestudereno Hierbij zullen de 
voornaamste begrippen uit de stabiliteitsleer van zulke systemen worden 
gelntroduceerdo 
Definitie 1o Een dynamisch slsteem in een metrische ruimte R met metriek 
pis een een-parametrige familie transformaties Ft& waarbij t~(~= 8=) 9 
welke gedefinieerd ~ijn in Ren waarvoor geldtg 
.,!o p6R en tE:(==~co) impliceert Ft(p)€R 0 en F0 (p) = p, 
.E,o Ft(p) is continu in pent~ io~e bij willekeurige £ > 0 zijn o1 > 0 
en o2 > 0 te vinden zodat p(Ft (p)~ Ft (q)) < £ als p(p~q) < o1 en 
1 2 
lt,=t2I < 02~ o, = o1(p~t,) en 02 = 02<P0t1); 
Co Ft (Ft (p)) = F.._ ... .._ (p)o 
-= 1 2 ¥,•~2 
6 
Het beeld van ponder Ft wordt vaak genoteerd als f(p,t)a De transfor-
maties f vormen een groep met parameter to De optelling in deze groep 
is gedefinieerd door 
het nulelement is 
f(p,O) = Po 
De inverse van f(p@t) wordt bepaald door 
f(f(p 1t) 1 -t) = f(p,O) = Po 
Voor vaste p6,R heet de continue afbeelding f(ptt) een beweging~ de 
verzameling punten p~t)e R$ ="" < t < 00 $ de~ of ~rajectorie van 
het dynamische systeemo Een punt p€ R heet een evenwichtspunt indien 
f(p~t) = p voor alle t~ de beweging f(p~t) heet periodiek met periode 
, indien f(p 1 t+t) = f(ptt) t Po 
We zul]en ons bezig houden met de bestudering van Zogo invariante 
verzamelingen in Ro 
Definitfo 2a Een invariante verzameling McR van een dynamisch systeem 
in R is een verzameling welke geheel uit (gehele) banen bestaatll doWoZo 
p~M ~ f(p,t) eM i =00 < t < 00 
Defini tie 3 o Een gesloten invariante verzameling M ~ R heet stabiel ( in 
de zin van Lyapunov) indien bij iedere £ > 0 een 6(£) > 0 te vinden is, 
z6 dat p(f(p 1 t),M) < £ als p(ptM) c 6 voor alle t > O. 
Definitie 4o .A.ls bovendien 
lim p(f(p~t)~M) = 0~ 
t-+«> 
dan beet M ~totisch stabiel (weer: in de zin van Lyapunov" deze toe= 
voeging laten we voortaan achterwege)o 
Definitie 5o Een gesloten invariante verzameling M~R heet instabiel in-
dien bij elke e: 
een element p 
zekere t > Oo 
0 een c(c) > 0 te vinden is zodanig dat voor minstens 
de 0=omgeving S(M,6) van M, p(f(p$t) ,M) > e: voor een 
7 
De verzameling A van alle pun ten p e R ~ P ♦ M waarvoor 
lim p(f(p,t)~M) = 0~ terwijl M asymptotisch stabiel is, noemen we het 
t-+«> 
gebied van asymptotische stabiliteit van Mo Men kan bewijzen dat A een 
open verzameling isi welke een (voldoend kleine) omgeving van M bevat. 
De rand van A is de niet=lege verzameling 
Enkele belangrijke begrippen, welke later nog ter sprake zullen 
komen zijn uniforme asymptotische stabiliteit en uniforme aantrekkend-
heido 
Definitie 60 Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzameling 
M van een dynamisch systeem f(p~t) heet uniform asymptotisch stabiel 
indien er een getal 6 > 0 te vinden isi zo dat bij willekeurige e: > 0 
een T(e:) > 0 te vinden is met 
p(p,M) < 6 ==> p(f(p,t),M) < e: voor alle t ~ To 
Definitie 7o Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzameling 
M van een dynamisch systeem f(ptt) noemen we uniform aantrekkend als er 
een getal o > 0 bestaat, zodat voor willekeurige e:, 0 < e: < 6, getallen 
T > 0 en a> 0 te vinden zijn zodat 
Ter afsluiting van deze paragraaf geven we in de vorm van twee 
stellingen enkele eigenschappen van asymptotisch stabiele gesloten 
I 
invariante verzamelingeno 
Stelling 1o Als een gesloten invariante verza.meling M van een dynamisch 
systeem f(pIDt) uniform asymptotisch stabiel is~ bestaat er voor alle 
t ~ ( ~~ 1 00 ) een continue functie L( t) , welke voor van =00 tot +00 toenemende 
t sterk monotoon afneemt van +oo tot o, met de eigenschap 
waar ode grootheid uit Definitie 6 van deze paragraaf iso 
Het (constructieve) bewijs levert de volgende functie L(t) op: 
8 
k = 
waarin C een positieve constante is, bepaald door 
;. ( t) = sup p ( f( p 9 t) ,M) ~ C 
pcS(M,o) 
en {tk}~= 1 een rij is met t 1 = -"", t 2 ~ 0 9 tk ➔ +oo als k ➔ a,o 
Stelling 2o Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzameling M 
van een dynamisch systeem'f('1,t) is, indien M een voldoend kleine 
compacte omgeving bezit 9 uniform asymptotisch stabiel en uniform aan-
trek.kendo 
4o Voorbeelden 
In deze paragraaf geven we aan de hand van een viertal eenvoudige 
voorbeelden een toelichtin,g op de in de voorafgaande paragrafen ge!ntro= 
duceerde begrippeno Hierbij zal het vierde voorbeeld in het kort behan-
deld warden, aangezien hierop in §10 nog uitvoerig teruggekomen wordto 




-= dt © s = 1~ ooo~ n, 
f (O, ooq 0) = Oo 
s 
We nemen aan dat hierdoor in E een dynamisch systeem wordt gedefinieerd; 
n 
het punt X = 0 is hiervan een evenwichtspunt, en wel een gesloten inva= 
riante verzamelingo X = 0 is stabiel indien bij willekeurige £ > 0 een • 
0(£) > o bestaat~ zo dat lx(t$X(O))I < £ als lx(o)I < 6 voor alle t ~ op 
Stel voorts dat het stelsel (4o1) een periodieke oplossing beziti met 
periode Wi O < w < a,: 
9 
deze vorm:t een gesloten invariante verzameling van het dynamische sys= 
teem, welke stabiel is indien voor willekeurige £ > 0 een 0(£) > 0 
bestaat met voor alle t > 0 
,go Zij g(t) een op (-00 ~ 00 ) gedefinieerde en continue'functie met de 
eigenschappen 
g(t) < 0 ~ It g(t)dt ➔ - 00 als t ➔ 00 $ to vasto 
to 
De gewone differentiaalvergelijking x = g(t)x gaat door de transformatie 
d, = dt over in het stelsel 
~~ = g(t)x ~ .£! = 1 dT O 
Dit stelsel definieert het volgende dynamische systeem in het (x,t)vlak 
(...oo < x~t < +00 ) 
g{6)d6~ 
De as x = 0 is hiervan een asymptotisch stabiele invariante verzameltngo 
Een nodige en voldoende voorwaarde voor uniforme asymptotische stabiliteit 
van x = 0 is 
Jt. 0 +, g(6)d0 ➔ - 00 als, ➔ +00 , 
to 
uniform moboto to~(=00 , 00 )o Voor bijvoorbeeld g(t) = -(1 + ltl)-1 is 
x = xo( 1+to)/(to+r+1), t = to+,, to ~ o, , ~ Oo Maar hoewel lim lxl = 0 
voor T + 00 geldt dit niet uniform in t 0 o 
rn 
Een nodige en voldoende voorwaarde voor de uniforme aantrekkend= It +t heid van x = 0 is dat / g(9)d(0) moboto t 0 ~(="" 1"") uniform naar 
beneden begrensd is voor0elke eindige wa.arde van T > Oo Zo is bavo voor 
g(t) = -ltl en voor t 0 > o, T > O 
r X = 
« lt = t 0 
1 2) 
- 2' & 
zodat voor alle, > O, lim !xi = Oa Dus is hier x = 0 niet uniform aan-
trekkendo tO-+a> 
1,o De generalisatie van voorbeeld 2 wordt geleverd door het stelsel 
waarin de rechterleden gedefinieerd en continu differentieerbaar zijn 
in een zeker gebied I lxl I ~ h van een metrische ruimte~ en t > O. Door 
elk punt (X,t0 ) gaat precies een integraalkrommeo Indien 
f ( 0 ~ ooo;, O, t) = 0 ~ s = 1 s ooa, n s 
heeft (4a3) de nuloplossingo Deze heet uniform stabiel moboto to > 0 
-
indien bij willekeurige E > 0 een o(d > 0 te vinden is•i zo dat 
Men kan in de (Xit)-ruimte een dynamisch systeem construeren 9 corres-
ponderend met (4a3)~ zodanig dat de nuloplossing van (4a3) dan en 
slechts dan stabiel is indien de invariante verzameling X = 0 van het 
dynamisch systeem dat iso Daartoe definieert men 
f (x 19 ooo 1 X 1t)= s n 
f (x1 , 000 9 s ' 
0 voor 
x, t) voor t > 
n 
en 11 X 11 ! h 1 < 
t < = 1 en 11 X 11 < ""; 
3f -2f 1 f 1 (X, 1)-f (X, 1) 3 
\ 5 ( t+ 1 ) 2 + s 5 , ( t+ 1 ) voor 
-1 < t < +1, I !xi I ~ h1o 
We zetten de functies f met behoud van continue differentieerbaarheid 
s 
voort in het gebied t ! -1, I 1x1 I > h,, z6 dat rs = 0 a.ls I 1x1 I ! h. 
Voorts transformeren wet naar s volgens 






Nu definieert het stelsel 
d~ fk(x, s 0 0 0 ji X t t) dt 1 n 
• k 1 9 -= V, :::.q 
-~ = = • • •, n, dt n s ds n 
+ I ~ + I ~ 
i=1 l i=1 1 
in de (X,t)-ruimte een dyna.misch systeem 
t = t(s x(o) t) 
9 ' 0 
met X = 0 a.ls inva.riante verza.meling en de gewenste eigenschappen. 
!_o De rechterleden van het stelsel partiele differentiaalvergelijkingen 
au au, 
(4.4) 
,,_,.! = f (x 9 at s 1 o o o D u. ~ ). n oX, 
J 
veronderstellen we continu in hun definitiegebied, bevat in een N-dimen-
sionale Euclidische ruimte (N groot genoeg)o Voorts nemen we a.an dat door 
(4.6) in een zekere functionalen ruimte ~ een dynamisch systeem wordt 
gegenereerd met evenwichtspunt U = o. U = 0 is stabiel indien voor wille-
keurige c: > 0 een o > 0 bestaat met 
11 c/J 11 < o ~ 11 U( c/J 9 t) 11 < c: voor O < t < 00 en cp ~ ~ o 
Zoals opgemerkt wordt het stelsel (4o4) uitvoerig bebandeld bij de 
toepassingen in Hoofdstuk IV, en wel in§ 100 
IIo De tweede methode van &apunov 
5o De twee meth9den van LlaR~8! 
In 1892 publiceerde Lyapunov een tweetal methoden voor het oplos-
sen van het stabiliteitsprobleem voor gewone differentiaalvergelijkingeno 
Later hebben vooral Russische auteurs veel gepubliceerd wat bijdroeg om 
de oorspronkeltjke theorie te generaliseren en te abstrahereno Zo werden 
ooao de stellingen van Lyapunovg welke in deze paragraaf ter sprake zul-
len komeni in meer algemene vorm gegeven voor dynamische systemen 8 en 1 
vooral door toedoen van Zubov (1] 0 voor algemene systemeno Deze uitbrei-
dingen zullen ter sprake komen~ voor wat Lyapunov 0s tweede methode betref't 9 
in §6 respo 9o Over zijn eerste methode zullen we kort zijno Deze gaat 
uit van de veronderstelling dat de rechterleden van een stelsel gewone 
differentiaalvergelijkingen 9 bijvoorbeeld 
dx 
(5o 1) dts = f 8 (x1 i ooot xn® t) ~ s = 11 0~0 8 n 8 
voor voldoend kleine waarden van Ix I ( s = 1 © o o o ® n) ~ X = ( x1 ~ o o o 9x ) EE s n n 
en t > 0 in convergente machtreeksen naar x ontwikkelbaar ziJ0 noGetracht 
= s 
wordt dan een oplossing te vinden in de vorm van een voor t ~ 0 conver= 
gente reeks 8 en het stabiliteitsonderzoek op deze oplossing te verrichteno 
Bij de tweede methode echter tracht men de nodige informatie direct 
uit de gegeven differentiaalvergelijking te verkrijgeno Beschouw bovo het 
stelsel (5o1) (wegens het voorkomen van tin het rechterlid vaak niet-
autonoom genoemd)o De nuloplossing 0 aanwezig indien f (0 0 000 0 Oz t) - 0 s 
(s = 1 8 ooo~ n)© noemde Lyapunov stabiel indien bij willekeurige £ > 0 
en gegeven t 0 > 0 een grootheid o > 0 te vinden is zodat 
Teneinde criteria voor deze situatie te geven maakte Lyapunov ge-
bruik van Eositief definiete functies V(x1~ oooa xn&Y met de eigenschap-
peng 
13 
,lo V(x1e oooe xn• t) is ,,nwaardig, continu en gedefinieerd in een 
gebied 
2o V(0 0 ooot 08 t) = O, 
.... 
lo Er bestaat een f\mctie V 1 (:x1 • o o o I xn) met V 1(0 • o o o 9 0) == 0 • 
n 2 
v1 > 0 indien l x8 ~Ren V(x1, 000 8 xn• t) ! v1(x1• ooot xn)o 
s=1 
Indien V continu differentieerbaar is naar alle argwnenten is de 
totale afgeleide langs de integraalkromme 
gedefinieerd door 
(5o2) n av l ~ f. = W(x1,oooeX 9t)o 
. 1 11x. i n i= J. 
De inhoud van de tweede- of directe methode van Lyapunov wordt 
voor het belangrijkste deel gevormd door het volgende viertal stel-
lingen• welke we bier zonder bewijs reproducereno 
Stelling 1o Als bij het stelsel (5o1) een positief definiete functie 
V gevonden kan worden 8 zodanig dat de functie W& gegeven door (5o2) 
niet-positief is• dan is de nuloplossing van (5o1) stabielo 
Stelling 2o Indien aan de voorwaarden van stelling 1 is voldaan 9 en 
bovendien W negatief definiet is en een T bestaat met 
uniform voor t ! T dan is de nuloplossing van (5o1) asymptotisch 
stabielo 
Stelling 3o Als bij (5o1} een voor lx8 1 voldoende klein en t > T be-
grensde functie V(x1,ooo 1xn 9t) gevonden kan word~n zo dat voor positieve 
constante A en W ! 0 1 
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en indien voorts bij willekeurige t ! Teen geschikte keuze van x5 i 
s = 1~ coo® n~ met lx8 1 zo klein als gewenst~ de functie V positief 
gemaakt kan wordeni dan is de nuloplossing van (5o1) instabielo 
Stellin52!:_o Indien bij het stelsel (5o1) een functie V met positief 
definiete totale afgeleide W gevonden kan worden~ indien voorts een 
T > 0 bestaat waarvoor 
n 2 
lim V(x1~oootXn~t) = O@ als L x6 -+- 0 0 uniform voor t ",! T8 
s=1 
en indien tenslotte een voldoend grote T bestaat zo dat voor wille• 
keurige t > T de functie V positief gemaakt kan worden door een 
geschikte keuze van x88 s = 10 000~ ni dan is de nuloplossing van 
(5o1) instabielo 
Een positief definiete functie V die aan de voorwaarden van de 
twee eerste stellingen voldoet~ moa0Wo het stabiliteitsprobleem op-
loste heet een Lya~unov functieo In de generalisatie van bovengenoemde 
stellingen welke we in §6 en §9 zullen geven treedt een functionaal 
op in de plaats van de Lyapunov functieo 
Het vinden van een Lyapunov functie (functionaal) is in de 
praktijk het essentiele probleemo Voor vele gevallen~ vooral bij het 
stabiliteitsprobleem van partiele differentiaalvergelijkingene is dit 
probleem nog niet opgelosto 
60 Geperalisatie van de tweede methode van blaEHBR! 
Voor de generalisatie van de in §5 vermelde stellingen van Lyapunov 
maken we gebruik van in de eerste drie paragrafen ingevoerde begrippen; 
omdat de bewijzen der gegeneraliseerde Lyapunov stellingen zeer omvang= 
rijk zijn worden ze hier niet opgenomeno 
We gaan uit van een in een metrische ruimte R gedefinieerd dynamisch 
systeem f(p~t)~ waarbij pER en==< t <+men beschouwen niet-lege~ ge-
sloten invariante verzamelingen in Render fo Met S(Mir) zullen we een 
open omgeving van M met "straa.1 11 r bedoelen: 
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pis de metriek in Ro 
Hieronder volgen de passende generalisaties van de stellingen 1-3 
uit de vorige paragraafo 
Stelling 1o Een gesloten invaria.nte verzameling M van een dynamisch sys-
teem f(p~t) is dan en slechts dan stabiel indien in een voldoend kleine 
omgeving S(M®r) van M een functionaal V gedefinieerd is met de eigenschap-
peng 
!,o Voor een willekeurig kleine waarde van o1 > 0 is een t 1 > 0 te vinden 
zo dat V(p) > t 1 indien pES{Mtr) en p(p~M) > o1, 
.E,o Bij willekeurig kleine t 2 kan een o2 aangewezen worden zodanig dat 
V(p) ! t 2 indien p(p~M) < o2 , 
£0 V(f(p 0t)) is een niet=stijgende functie voor alle t ! 0 a.ls pe.S(M 9r) 9 
zola.ng f(p®t)ES(M 0r)o 
In het geval dat M stabiel verondersteld wordt bewijst men dat de functio-
naal 
V(p) = sup p(f(p 0t) 0M) 
t~,O 
aan de voorwaarden a t/m c voldoeto Uitgaande van de voldoende voorwaarde 
_, ..., 
wordt de stabiliteit van M vrij eenvoudig uit het ongerijmde bewezeno Men 
voert nlo in 
A= inf V(p) 
p (p,M)=t 
en leidt vervolgens af V(f(p,t)) ! V(p) < Ao 
Stelling 2o Een gesloten invariante verzamelin~ M van een dynamisch sys-
teem f(p 0t) is dan en slechts dan asymptotisch stabiel indien er een vol-
doend kleine omgeving S(M 0r) bestaat waarin een functionaal V gedefinieerd 
is met de eigenschappen a t/m c uit stelling 1 en 
= ..,. 
,2;,o V(f(p®t)) + 0 a.ls t +"" voor elke beweging f(p 0 t)ES(M~r) en tE.[o,+""]o 
Voor wat de noodzakelijke voorwaarde betreft bewi,ist men voor een geheel 
in S(M~o)~ o > Ot verlopende baan f(ptt) dat de functionaal 
Vf(pat) = sup p(f(pet+-r)eM) 
-r>O 
=-
voor t minstens gelijk aan een zekere T > 0 aan de voorwaarde voldoeto 
Omgekeerd bewijst men de asymptotische stabiliteit van M onder de 
voldoende voorwaarden !. t/m .9. analoog aan het corresponderende deel 
van het bewijs van stelling 1o 
Er bestaan voorts nog nodige en voldoende voorwaarden voor uniforme 
asymptotische stabiliteit respo uniforme aantrekkendheid van Mo Uitgae.nde 
van de condities van stelling 2 moet wat de uniforme asymptotische stabi-
liteit betreft nog verder worden geeist dater een o > 0 bestaat z6 dat 
lim V(f(pet)) = 0 1 uniform in peS(M 11 0)0 
t++oo 
Daarnaast kan men bewijzen dat M uniform aantrekkend is indien 1 en 
slechts indien aan de voorwaarden van stelling 2 voldaa.n is en tevens voor 
' 
een willekeurige c > 0 positieve waarden Ten a gevonden kunnen worden 9 
zodanig dat 
Ter completering van dit overzicht van algemene Lyapunov stellingen 
geven we nog die betreffende instabiliteito 
Stelling 3o Een gesloten invariante verzameling M van een dynamisch sys-
teem f(ptt) is dan en slechts dan instabiel als in een zekere omgeving 
S(M 9r) van M een functionaal V bestaat met de eigenschappen 
!,o Vis begrensd in S(M~r), 
~o In een willekeurig kleine omgeving van M neemt V nog positieve waar-
den aan'; 
.£,o Voor willekeurige p ES(M,r) geldt 
waarin A= constant> 0 en Ween niet=negatieve• in S(M,r) gedefini-
eerde functionaal iso 
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Omerkingo Lyapunov heeft de stellingen (van §5) bewezen voor de in 






dt s = f s (x1 • o o o iXn) e s- = 1, o o o 8n 9 z 080 autonoom of sta.tiona.irn 
Het ging hierbij meer speciaa.l om de stabiliteit respo insta.bili tei t 
van de verzameling X = Oo Aangezien de systemen gedefinieerd zijn in 
een lineaire ruimte• speelt deze beperking geen essentiele rolo 
Men kan bewijzen 3 da.t de voorwaarden welke Lyapunov in zijn oor-
spronkelijke stellingen a.ls nodig ga.f 8 tevens voldoende zijnG 
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IIIo Stabiliteit van invaria.nte verzamelingen van al,emene szstemen 
7o Algemene systemen in speciale ruimten 
Een dyna.misch systeem is een abstract model voor een beweging van 
een punt in een of a.ndere faseruimte met t (de tijd) als parametero 
De afbeeldingen f(p~t) van het dynamisch systeem worden verondersteld 
eenduidig en continu te zijnt en gedefinieerd voor -m < t < mo Een 
algemeen systeem daarentegen is qua opzet een model voor een (n~et nood-
zakelijk eenduidig oplosbaar) Cauchy- of gemengd probleem voor stelsels 
partiele differentiaalvergelijkingen 1 waarbij in het algemeen slechts 
de existentie van oplossingen voor t ! 0 geeist wordto 
Niettemin laat de theorie der algemene systemen zich ook toepassen 
op Cauchy=problemen voor stelsels gewone differentiaalvergelijkingen, en 
zijn op deze wijze zelfs geheel nieuwe resultaten geboekt [1] o 
Beschouw het stelsel gewone differentiaalvergelijkingen 
dx 
dts = f 5 {x 1~ oooi xn~ t) ~ s = 1roooo~n$ 
waarin de rechterleden gedefinieerd zijn voor t > 0 en XE E • 
= n" 
bepaalde voorwaarden voor existentie van oplossingen voldoeno 
X = X(t~X(O) it0) een oplossinge gedefinieerd voor t ! t 0 ! Oi 
zo dat 
en a.an 
In het algemeen is deze oplossing niet unieko Voor zekere t ! t 0 is door 
deze familie oploss'ngen een verza.meling punten in E gedefinieerd© welke 
we met Ft (X(O)) aanduiden en waarvoor geldt n t ' , 
0 
Ft (X(O)) + X(O) als t + t 0 + Oo 
to 
De afbeelding X(O) + F~ (X(O)) noemen we een be~e~ip~w de verzameling 
t (o) (8) Ft (X ·) voor vaste X en alle t ! t 08 de~ van deze beweging~ welke 
0 
de volgende kenmerkende eigenschappen bezit~ 
{o' 
ao Voor willekeurige X '~E 
n 
eerd voor alle t ! t 0 ~ 
b 0 Ft (X(O)) ~ X(O) als t ~ t 0 + O; 
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= to t 
£,o Zij X(1)€Ft 1(X(0)) 9 t 1 
0 
(krachtens !:,) en is 
0 b O t ( (1)) o OQQ ~ t 0 ~ dan is de eweging Ft X gedef1n1eerd 
1 
Alle bewegingen van deze aard bepalen een twee=parametrige familie trans-
formaties van de ruimte En in zichzelf$ welke een !l5emeen sisteem genoemd 
wordto 
Indien de recqterleden van (7o1) continu zijn is het altijd mogelijk 
een algemeen systeem in E te definiereno Is namelijk niet elke oplossing 
n 
van (7a1) in dit geval bepaald voor alle waarden van t ! t 0 ! OID dan ont-
staat uit (7.1) door de transformatie 
s = J,t ·~v1ir::· , I 
t VI 1=1 
0 
het stelsel 
met voor alle t > 0 en X ~ E gedefinieerde rechterl eden a De oplossingen 
= n 
hiervan zijn gedefinieerd voor s ! s0 ! Oo 
Een voorbeeld van een twee=parametrige transforms.tie van een functie 




We veronderstellen dat de reohterleden gedefinieerd zijn voor t > O 
Bu. = 
en (x11 0 o o i>~,u1 ® o o o 0un •ax~ • o o o) ~G, een zeker gebied in een N=dimen-
J 
sionale ruimte (N groot genoeg)o Stel voorts dater een ruimte t van 
vectorfuncties 
cl>= (c1> 1(x19 000 8~) 9 0001 cl>n(x1.ooo 8~)) 
bestaat z6 dat het stelsei ( 7 o 2) voor cl> € t en t 0 ! 0 een oplossing 
U(t 9 4> 9t 0 ) heeft 0 U(tecl> 11 t 0 )<. t 9 met de eigenschap 
U(t 8 cj, 8t 0 ) + cl> als t + t 0 + Oo 
In het algemeen is bij zekere cj, Et deze oplossing niet eenduidi_go Een 
beweging is weer een twee-parametrige transformatie cl>+ U(t 0 cj, 5t 0 ) 9 
t() b (. ") , t. genoteerd met Ft cj, o De aan traJectorie van cl> onder Ft is de 
0 .._ . 0 
. t ( ) . verzameling Ft cl> 9 t 0 ~ t < ~o De verzameling van al deze twee-pa.ra-
0 
metrige transformaties heet weer een algemeen systeem, nu gedefinieerd 
in t 9 met de eigenschappeng 
,!,o Voor willekeurige cl>~ t en t 0 
nieerd voor alle t ! t 0 ; 
! 0 is de verzameling F! (cj,)4t gedefi-
0 
t E,o Ft (cj,) + cl> voor t + t 0 + 0 9 
0 t 
.s,o Zij ~ 6 t ® 'i €Ft 1 ( cj,) 9 dan is 
0 
de beweging F; (1) gedefinieerd z6 
1 
t - t, 
= Ft _(cj,) voor alle t .::, t 1 ! t 0 en $€,Ft (cl>)o 
0 0 
Bo Algemene systemen in een willekeurige metrische ruimte 
dat 
Definitieo Een algemeen &steem is een familie twee=pa.rametrige 
transformaties Ft van een metrische ruimte R in zichzelf~ met de eigen= 
to 
schappeng 
,!,o Voor willekeurige pE;R en t 0 ! 0 is de niet-lege verzameling F! (p)c R 
. ·~ d 0 gedefinieer voor t ~ t 0 , 
t 
.E,o Ft (p) +pals t + t 0 + O, doWoZo bij willekeurige E > 0 is een o > 0 
0 
~e vinden 8 o = o(t)g z6 dat 
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t1 t 
£,o Voor willekeurige pE,Ft (p) 0 t 1 ! t 00 is de verzameling Ft (p) 
0 1 
gedefinieerd 1 met de eigenschap 
t t t, V Ft (p) = Ft (p) over alle t ! t 1 en p1 eFt (p)o 
1 0 0 
Voor va.ste t heet F! (p) een beweginf3e de ~ of t,rajectorie 
0 
door pis de verzameling punten F! {p) 11 t ! t 0 o Een invaria.nte verza-
meling MGR bestaat uit (gehele) bRnen van het systee~g 
M = {p / p(i: M ➔ F(t00p)c M voor alle t 0 ! 0}3 
wa.arbij we· met F(t09p) de trajeetorie van F! (p) bedoeleno 
Zij 0 
d 
p (p,M) o 
Een invaria.nte verzameling M van een algemeen systeem in R heet stabiel 
als bij elke £ > O een o > O gevonden ka.n worden zo dat 
Als bovendien p(t~p0 ,t0 ) + O als t + = da.n heet M asymptotisch stabielo 
Een asymptotisch stabiele invaria.nte verzameling M noemen we voorts 
uniform asymptotisch stabiel indien een o1 > 0 te vinden is 9 zodat 
p(t 8p01t 0 ) ~ 0 als t = t 0 ~ =e uniform moboto t 0 ! 0~ en p(p00M) < o1(t 1) 
(o 1 en t 1 zoals in de stabiliteitsdefinitie)o Een asymptotisch stabiele 
invariante verzameling M heet uniform aantrekk.end indien een o* > 0 be-
staat waarbij een T > 0 en een a> 0 te vinden zijn zo dat p(ttPoet0 )> a 
indien O ! t = t O ! Teno*! p(p08M) ! o2 (c2), waar o2 en t 2 weer groot-
heden zijn welk.e samenhangen volgens de stabiliteitsdefinitieo 
Tenslotte vermelden we dat M instabiel heet als er t > 0 te vinden is zo 
dat bij willekeurige o > O een punt p0 en een getal t 0 > O gevonden kunnen 
worden zodanig dat voor minstens ,~n t > t 09 p(t,p08t O) ! t als 
p (p0 8M) < oo 
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9o Generalisatie van de tweede methode van Lyapunov voor al.gemene sys-
temen in een metrische ruimte 
In deze paragraaf geven we de in §5 genoemde stellingen van Lyapunov 9 
in de formulering voor invariante verzamelingen van algemene systemeno 
Aangezien in Hoofdstuk IV dezelfde stellingen behandeld worden 8 maar dan 
al.s toepassingen op concrete problemen 1 zullen de bewijzen bij die toe-
·passingen gegeven wordeno 
Uitgangspunt van onze beschouwingen vormt de introductie van een 
familie van functionalen Vt• t ! Oe met nog nader te noemen eigenschappeno 
Stel dat deze functies va.n t 9 Vt {p) gedefinieerd zijn voor t ! o. PE Ge. Re 
waarin Geen zekere deelverzameling van R9 een metrische ruimte 9 iso Voer 
in d 
Tevens maken we gebruik van de notatie p(t 9p01t 0) uit §8 voor het supremum 
t 
van alle waarden p ( p 8M) over alle p, Ft ( Po ) o 
0 
De passende general.isatie van de eerste stelling van Lyapunov is nu de 
volgende& 
" Stelling 1o Een nodige en voldoende voorwaarde voor de stabiliteit van een 
invariante verzameling Me R van een algemeen systeem 8 p;edefinieerd in R11 
is het bestaan van een ~~n-parametrige familie functionalen Vt• welke vol-
doen aang 
!,o In ieder punt van een zekere omgeving S(M~r) van Mis een functie Vt(p) 
van de reele variabele t, t > 0 1 gedefinieerd; 
E_o Bij voldoend kleine c1 > 0 is een c2 > 0 te vinden zo dat Vt(p) > c2 
voor p(p 8M) > c 1 en voor alle t ~ O; 
.£,o Vt(p) + 0 al.s p(p,M) + 0 8 uniform in tt t ! 0 0 
~o V(t,p0,t0) is niet stijgend voor alle t ! t 0 uit zijn definitiegebiedo 
In sommige gevallen blijkt het nuttig te zijn 9 de functionalen Vt op de 
geheJe rtiimte Rte definieren domoVo de uitbreidingg 
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,..Vt(p) = 1 voorpf.S(M,f) enp.M9 
.I 
~ 
'"Vt ( p) = 0 voor p 6 M (M is de nots.tie voor de a.fslui ting van M) o 
Hierbij is r een zodanig reeel geta.l dat voor de door deze uitbreiding 
van Vt eek voor t ~ t 0 continue :f'unctie p(t 0p0 zt0) geldt 
t ~ p(t•Po•to) ! f • 
hetgeen men bij het bewijs 5 dat de voorwa.a.rden van stelling 1 voldoende 
zijn 9 nodig heefte 
Op de gebruikelijke wijze krijgt men door neg een voorwaa.rde toe te 
voe~en a.an a t/m d van stelling 15 nodige en voldoende voorwaarden 
- -
voor de asymptotische stabiliteit van Mo 
Stelling 2o Een invariante verzameling M van een algemeen systeem in R 
is dan en slechts da.n asymptotisch stabiel indien een familie :f'unctio-
nalen V met parameter t bestaat 0 welke de eigenschappen a t/m d van 
t - -
stelling 1 bezitten en bovendien voldoen a.an 
ea lim V(t,p0,t0) = O voor willekeurige p0ES{M,o) 0 wa.arbij o een 
t ...... 
zeker positief getal voorstelto 
Voegt men a.an alle voorwa.arden van stelling 2 toe de conditie dat 
dan kan men bewijzen dat M uniform asymptotisch stabiel is 8 en omgekeerdo 
Stelt men iopoVo deze additionele conditie~ dat naast de voorwaarden van 
stelling 2 moet gelden da.t voor willekeurige voldoend kleine o1 > 0 
waarden T > 0 en a> 0 gevonden moeten kunnen worden zoda.nig da.t 
V(t,p01t 0) > a a.ls te [t0 et0+TJ e t 0 ! o, en o1 ! p(p0 ,M) ! o9 met o 
klein genoeg, da.n en slechts da.n is M uniform aa.ntrekkendo De beide laatst-
genoemde eigenschappen van M worden verenigd in de volgende belangrijke 
stellingg 
Stelling 3o De invaria.nte verzamelin~ Mis da.n en slechts dan uniform 
a.symptotisch stabiel en uniform aantrekkend indien er twee ~~n-pa.rameter 
families functionalen Vt en tt bests.an met de volgende eigenschappeng 
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.!,o De functies Vt(p) en ~t(p) van de reele variabele t zijn gedefi-
nieerd voor alle peS(M@r) ~ waa.r r een voldoend kleine positieve 
grootheid is~ 
,E_o Bij een voldoend kleine o1 > O kan een tweetal positieve getallen 
·c2 en c3 gevonden worden zodat Vt (p) < =c2 en ~t (p) > c3 voor 
P(ptM) > c 1 en t ! 0~ 
,£,o Vt(p) + 0 en ~t(p) ~ 0 als p(p 8M) + 0 8 uniform in t 8 t ! o; 
io ¾r V(t,p09 t 0 ) = ~(t®p0 ,t0 )o 




van deze stelling (in Hoofdstuk IV) geldt zij in deze formulering 
alleen voor verzamelingen F! (p) welke uit ,~n punt bestaan (voor vaste t) 
0 
en continu zijn int, t ! Oo Ret is echter mogelijk om met een analoge 
formulering deze stelling geldig te maken voor ruimere verzamelingen 
F! (p}o Tenslotte geven we nog een voor de toepassingen belangrijke 
0 
uitspraak en wel over instabiliteit van invariante verzamelingen van al-
gemene systemen in Ro 
Stelling 4o_ Nodig en voldoende voor de instabiliteit van een invariante 
verzameling Mis het bestaan van twee families functionalen Vt en Wt 
welke voldoen a.an de eisen 
,!o In ieder punt pES(M 8r) van een zekere omgeving van M (r > 0) zijn 
voor t ! 0 de functies Vt(p) en Wt(p) gedefinieerd; 
,E_o Vt(p) is een begrensde functie van tta [0~ 00 ) en p~S(M 1r); 
,£,o Bij een o > 0 is een punt Po en een waarde t 0 van t te vinden zodat 
Vt (po) > 0 als P(Po0M) < o, 
0 
d io dt V(t,p0 ~t0 ) = AV(t 9p0 ®t0 ) + W(t.p00 t 0 ); Wt(p) ! 0~ A> 0 constanto 
Zeals reeds werd opgemerkt zullen de bewijzen® aangepast aan de problemen 
waarop deze stellingen warden toegepast~ in Hoofdstuk· IV gegeven wordeno 
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IVo ToeEassing OE stelsels Eartiele differentiaalvergelijkin~en 
100 Autonome stelsels en dinamische syste~ 
Onder een autonoom stelsel partiele differentiaalvergelijkingen 





We veronderstellen dat alle variabelen van f in een gebied Gin een 
s 
zekere N-dimensionale Euclidische ruimte varieren 8 en 
is op dit definitiegebiedo Zij voorts ~ een metrische 
dat f continu 
s 
of genormeerde 
lineaire ruimte metals elementen de vectorfuncties qi= (qi 1~ooo,qin) 
met in~ gedefinieerde componenten qii(x1 ~ ooo~ xk)o Stel dat voor 
willekeurige qi e i een oplossing U = U( qi~ t) van ( 10 o 1) i genaa.md 
dynamisc~ systeem in~® te vinden is (U = (u15 ooo~ un))~ met de 
eigenschappeng 
,!_o U(<l>@t) is gedefinieerd voor alle waarden van t iii, (=00 ~ 00 ), 
U(<l>st)G i als t E(=""©""), U($~t) is continu in$ en t, 
E.,o U(cp 90) = $; 
Co U(cpft) - 0 als qi~ Oo 
We zullen ons bezig houden met de stabiliteit van deze nuloplossing 
van (10o1)t zijnde een gesloten invariante verza.meling van het door 
(10o1) gedefinieerde dynamische systeem U($©t) met eigenschappen ,!, t/m £,o 
Voor de op dit probleem betrekking hebbende defi:nities zij de lezer ver= 
wezen naar §3 van deze "en naar §4~ voorbeeld 4c In §3 werden 
tevens twee stellingen behandeld welke uitspraken deden over asymptotisch 
stabiele gesloten invariante verzamelingen van een dynamisch systeeme 
Hieraan zullen we een speciaal op het stelsel (10o1) betrekking hebbende 
ui tspraak toevoegen o Zij O c, ¢ een open omgeving van de gesloten invariante 
verzameling ~ = 0 en zij O het gebied van asymptotische stabiliteit van 
een uniform asymptotisch stabiele en uniform aantrekkende triviale oplos-
sing van ( 1001) o Dan bestaan er twee funct ~ .... ~~.,. V( qi) en W( qi) zodanig dat~ 
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!,o V(cj,) is gedefinieerd en continu in o, W(qi) is gedefinieerd en continu 
int, 
J?,o Als cj,~O dan is ... ,< V(q,) < Oi 
Als cj,Ecll en cp ;-, 0 dan is W(cj,) > 0 9 
~o Voor willekeur 0 ge r 2 > 0 bestaan er positieve waarden y1 en a 1 zodat 
als p(qitO) ! y2 da.n is V(qi) < -y1 en W(qi) > a1; 
.2,0 Bij limietovergang p(~~O) ~ 0 geldt lim W(qi) = lim V(qi) = O; 
,!o Als l een randpunt van O is en cj, rp O dan is 
lim V(cj,) = =1; 
cj,fi O~p(cj,/$°).+O 
!o De totale afgeleide van V(cj,) langs de baa.n U(qi 9t) voldoet aan 
of'wel 
dV(U~!nt)) = W(U(cj>~t)) a (1 + V(U(qi 9t))). 
dV 
-=W(1 +V)o dt 
Het omgekeerde van de stelling geldt eveneensg de voorwaarden a t/m f 
.... .... 
zijn zowel nodig a.ls voldoendeo Aa.ngezien qi= 0 een gesloten inva.riante 
verzameling van het door (10o1) bepaalde dyna.mische systeem is 9 kan de 
bovensta.a.nde uitspraak opgevat worden als een speciaal geval va.n een 
door Zubov bewezen stellingo Hierbij gaat men uit va.n een gesloten 
invariante verza.meling M iopoVo qi= 0 in ons gevalo De verdere formu• 
lering van Zubovws stelling is volkomen analoog a.an het bovenstaandP-o 
Gezien de exorbitante lengte van Zubov 0 s bewijs wordt dit hier niet 
opgenomeno We willen volsta.a.n met enkele opmerkin~en over de in de 
stelling genoemde omgeving O van qi= Oo 
De verzameling elementen 4,€t waarvoor V(qi) = A9 =1 <A< 0 is een 
deelverzameling van O in die zin dat een oplossing U(cj, 8t)& qiltO van 
(10o1) precies ~~n punt met die verzameling gemeen heefto 
De verzameling S van punten l' met de ei~enschap V(qi) ~ -1 als ~ ~ 1 
vormt de rand van O® het gebied van asymptotische stabiliteit~ In prin-
cipe kan dus met gebruikmaking van de functionaal V altijd de rand va.n 
het gebied van asymptotische stabiliteit gevonden wordeno Is deze 
" 
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verzameling :randpunten leeg~ dan heet cp = 0 asl!APtotisch stabiel "in 
het groat" of volledig; stabielo Dit begrip komt uitvoerig ter sprake' 
in §140 
110 Niet=au~~ stelsels en algemene slstemen 
In aansluiting op~ en als toepassing van de in Hoofdstuk III 
behandelde theorie zullen we thans een algemeen systeem definieren aa.n 
de hand van het stelsel r:det-autonome partiele differentiaalvergelijkingen 
{11o1) 
O O O ~ 
au. 
waarin de rechterleden functies zijn van t ! 0 en X1toooe~~u,~ooo,un,ax~'··· 
E GCE ~ en de functies f continu in G verondersteld wordeno Laat het J 
n s 
verder weer mogelijk zijn voor ieder element cp uit de ruimte <'P der vector-
functies cp = (4> 1 t ooo~ cpn) (zie §10) en t 0 ~ 0 oplossingen U = U(cp,t~t0 ) 
van (11o1) te construeren met de eigenschappeni 
ao Bij willekeurige keuze van qi e. <'P is U( 4> t t ~ t 0 ) gedefinieerd voor alle 
t ;:, t 0 en U(cp~t©t0 )e <'P voor alle t ! t 0 ! 01, 
.£,o U(cp®t~t0 ) = cp als t = t 0 , 
,£,o U(cp®t~t0 ) - 0 als $ = 0 voor alle t ! t 0 o 
Eigenschap £ wil zeggen dat we aannemen dater een nuloplossing is~ welke 
een invariante verza.meling van het door!, t/m £,_ bepaalde algemene systeem 
iso 
De hierna te noemen begrippen als stabiliteit eodo dienen te worden opgevat 
als in de zin van Hoofdstuk IIIo De aldaar~ in §9© gegeven stellingen 1 en 2, 
handelende over de nodige en voldoende voorwaarden voor sta.biliteit respe 
asymptotische stabiliteit van een invariante verzameling M formuleert Zubov 
als volgt voor het geval van het stelsel (11o1)c 
Stell,f~o Een nodige en voldoende voorwaarde voor de stabiliteit van de 
invariante verzameling U = 0~ nuloplossing van (11o1) is het bestaa.n van 
een een=parameter familie functionalen Vt met de eigenschappeng 
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!,o Voor ieder element cf,ES(Otr) is een functie Vt{q,) van de reele 
va.riabele t gedefinieerd voor t ! O; S(O,r) = {4> / o < p(q,.o) < r}, 
r > O, 
~o Bij een voldoend kleine c1 > 0 is een c2 > 0 te vinden z6 dat 
P ( 4> 0 0 ) > c 1 ~ Vt ( 4>) > c 2 voor alle t ! 0 ; 
.£,o lim Vt(cj,) = 0 als p(cpiO) ~ 09 uniform int! O, 
io De functie Vt(U(q,0 ~t~t0 )) is voor vaste <l>o monotoon niet-stijgend 
voor alle t ! t 0 uit zijn definitiegebiedo 
De oplossing U = 0 van (11o1) is voorts dan en slechts dan asymptotisch 
stabiel indien naast de condities a t/m d geldt 
- .... 
!:,• lim Vt(U(cp 9t 11 t 0 )) 
t-+=> 
= 0 voor alle t 0 ! 0 en p(cj, 90) < o0 o voldoende 
kleino 
We bespreken allereerst de stabiliteit van U = Oo 
Bewijso Noodzakelijke voorwaardeo 
Stel dat U = 0 stabiel iso Bij iedere £ > 0 is dan een o(t) > 0 te vin-
den z~ dat 
d 




waarin F! {cp) de notatie is voor het' algemene systeem U(cf, 9t 8t 0 )& gede= 
. 0 
finieerd door (11o1)o Zij 
d 
(11o2) 
De familie functionalenj gedefinieerd door (11o2), hangt alleen af van 
de parameter t { t ! 0) voor vaste willekeurige <t,0 GS { 0 • o) o Voorts is 
Vt (q,0 ) ~ t 1 als p(cp0 ,o) < o1 met o < o1 < o, terwijl t 1 en o1 sam.en= 
0 
hangen als in de definitie van stabiliteit uit Hoofdstuk III 0 §80 Dus 
voldoen Vt(cp) aa.n de eigenschappen .! t/m .£,o 





. Beschouw nu voor t 1 > t 0 de uitdrukking p(t&<P~t 1 ) 1 cj>€Ft 1 (cp)o 
0 
Wegens eigenschap ,£ van algemene systemen (§8) geldt voor wille-
t, 
keurige cp € Ft ( <Po) en t ~ t 1 " 
0 
Dus is p(U(cj> 8t~t 1)$0) 
t, 





Voor een willekeurig element 4> E, Ft ( cp0 ) geldt dus Vt ( cj>) ~ Vt ( <1>0 ) 
0 1 0 
De functionalen Vt(cj>) voldoen dus ook aan de eis £!.o 
Voldoende voorwaarde 
Stel nu dater een familie functionalen met eigenschappen a t/m d 
- -
bestaat© afhankelijk van de parameter to Zij voor zekere r > Oe 
r 0 < € < 2 o We voeren in de notatie 
Kies een grootheid o > 0 zodanig dat 
Het zal blijken dat deze E en o samenhangen volgens de definitie van 




Laten we aannemen dater een ogenblik is® t ~ t 0 waarop p(ti¢0 tt0 ) ~ €. 
Voor zekere t ~ t 0 is dan bovendien V(U(¢0 ~t~t0 )) > :x, hetgeen in 
tegenspraak is met (11o3)o De verzameling U = 0 is dus stabielo 
Teneinde de noodza..~elijke voorwaarde voor asymptotische stabili-
teit te onderzoeken stellen we dat U = 0 asymptotisch stabiel iso A for-
tiori is M dan gewoon stabieli dus is aan de eis voldaan dater functio-
nalen met eigenschappen a t/m d bestaano De fa.milie functionalen, gecon-
- -
strueerd volgens (11o2) voldoet ook, zeals we zullen zien, aan eigenF 
schap !;,o Bij een gegeven € > 0 bestaat na.melijk een o > 0 zodat 
en 5 wegens de aanna.me van asymptotische stabiliteit van U = o, 
Bij elk stel~ 1 ~o 1-waarden uit de stabiliteitsdefinitie kunnen we dus 
een waarde T > 0 vinden zodanig dat p(U(~~ttt0 )~0) < o1 als t = To 
Dan is voorts 
zodat 
VT(~)= sup p(U(¢ 0 ttT)tO) ~ ~,, 
t>T 
eveneens voor willekeurige keuze van~ uit F~ (¢0 )o Hieruit volgt 
0 
d 
sterker nog: ook voor t ~ T aangezien V(U($0 it,t0 )) niet-stijgend is. 
Dus is aan voorwaarde !! voldaano 
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Omgekeerd• zij gegeven dat voor voldoend kleine p($ 90) 9 
Dan is U = 0 stabiel en bij elite£> 0 is bijgevolg een o > 0 te 
vinden met 
Stel nu 0 dater geen y(~0 ) > O te vinden is waarvoor 
p(U($0 ,t,t0 )g$) > y($0 ) als t ! t 0 o 
Kies bij & 1 > O een o1 > O zo dat 
p($0 ,o) < o1 ,=+ p(U($0 ,tet0 ) 90) < £1 voor t ! t 0 , 
Bij o1 kunnen we een T > 0 vinden waarvoor 
p(U($09T 9t 0 ).o) < o1 
en 
Dan is ook 
. t { ) , Neem nu aan dater een beweging Ft , 0 bestaat zo dat 
0 
p(U($0 &t~t0 ) 00) > y($0 ) > Oo 
Dan is er een y1 > 0 zodanig dat 
V(U($o,ttto)) > Y1 > o, 
in te~enspraak met voorwaarde !, van de stellingo Dus is U = 0 asymp-
totisch stabielo 
Thans zullen we nog de bewijzen geven van de stellingen 3 en 4 uit 
§9 voor het speciale geval van het niet-autonome stelsel (11o1) 1 
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s, i = 19 000• n, j = 19 ooc, ko 
Daarbij handelt stelling 3 van §9 over de uniforme stabiliteit en -
aantrekkendheid van de nuloplossing van (11o1); stelling 4 van §9, 
de generalisatie van de vierde stelling van Lyapunov (§5) 1 geeft de 
voorwaarden welke nodig en voldoende zijn voor instabiliteit van 
u = o. 
Hoewel dit niet strikt noodzak.elijk is zullen we veronderstellen dat 
het probleem- van Cauchy voor het stelsel ( 11 o 1) eenduidig oplosbaar 
is; indien men deze eis laat vallen worden de bewijzen iets gecom-
pliceerdero 
Stelling 3o De nuloplossing van (11o1) met de eigenschap U(cf>,t.t0 ) = 0 
voor t ! t 0 is dan en slechts dan uniform asymptotisch sta.biel en 
un-icftmn aantrekkend indien er twee families functionalen Vt en Wt be-
staan met de eigenschappen; 
.!:• Voor willekeurige cf> ES( 0 ,r) • met r > 0 voldoende klein gekozen • 
zijn grootheden Vt(cj>) en Wt(cj>) 9 functies van t ! 0 gedefinieerd; 
.2.• Bij een willekeurig klein gekozen c1 > 0 zijn positieve constanten 
c2 en c3 te vinden 9 zodanig dat Vt(cj>) < -c2 en Wt(cj>) > c3 als 
p(cf>,O) > c 1 en t ! O; 
£0 lim Vt(cj>) = lim Wt(cj>) = 0 als p(cj> 90) + 0 9 uniform int! O; 
d 
~· dt Vt(U{cf>.t,to)) = Wt(U(cj,.teto)). 
Bewijs. Noodza.kelijke voorwaardeo 
Zij de verzameling U = 0 uniform asymptotisch stabiel en uniform aan-
trekkend. Men kan bew:i.jzen dat een functie L{T) bestaat met de eigen-
schappen~ 
L(T) is gedefinieerd veer Te (-co.+00 ) • continu aldaar en sterk monotoon 
dalend van 00 tot 0 8 en zo dat als p(p 1M) < o1 dan is 
L(t-t0 ) > p(t 1p01t 0 ) veer t ! t 0 o 
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Het i 0 niet moeilijk in te zien dat de functionaal Wt gedefinieerd 
door 
aan aRle in de stelling 3 aan W gestelde eisen voldoetc Voorts 
construeren we de functionaal V door 
t 
waarin Ft (q,0 ) weer het 
0 
door (11a1) gegenereerde algemene systeem 
U(~~t,t0 ) voorstelta De functionaal Vis langs de beweging Ft (~0 ) 
gedefinieerd voor t = t 0 O 
v = Vt (~0 ) voor p(~0 io) < o , 0 - 1 
Inderdaad behoort bij deze o1 in verband met de stabiliteitsdefinitie 
een € 1 > 0 zo dat 
Dus is 
zodat aan c is voldaanc 
Uit de definitie van V volgt 
zodat ook aan ,£ volledig voldaan ise 
Oak aan de voorwaarde voor V uit ,k is tegemoet gekomeno Immers, 
wegens de positiviteit van Wa 
Bij de grootheid o1 uit de definitie.van uniforme aantrekkendheid 
(§8) is een tweetal waarden T > 0 en a> 0 te vindP~ waarmee 
Zij Seen voldoend klein gekozen positieve constante en t > 0 wille-
keurig, dan is 
Dit correspondeert met E, met c 1 = 016 c2 = STo 
Voldoende voorwaarde~ 
Uit de aanname 0 dater twee families functionalen bestaan welke aan 
!, t/m ,£ voldoen volgt 9 dat U = 0 stabiel is, immers de functionalen 
-Vt voldoen aan de eisen van stelling 1o 
Stel nu dater een beweging F! {¢0) bestaat voor p{¢0.o) < o (waarbij 
0 
ode grootheid uit de stabiliteitsdefinitie is) zodanig dat 
p(U(¢0 ©t~t0 ) 00) > y > Do Voor t ! t 0 geldt voor deze beweging 
W(U(¢0,t,t0 )) > S > O, 
zodat 
Echter is 
zodat een tegenspraak ontstaato Iedere willekeurige beweging F: (¢0) 
heeft voor p(¢0 ©o) < o dus de eigenschap O 
p(U(¢0 ,t$t0 )io) ➔ o als (t-t0 ) + =, 
en wel uniform moboto t 0 ! 0 en p{¢030) < oo 
Rest nu nog te bewijzen dat U = 0 uniform aantrekkend iso Uitgaande 
van het tegendeel kunnen we bij voldoend kleine o1 > 0 een T > O 
vinden waarvoort als p(¢0 ~o) > 011 
_inf p(U(¢0,ttt0 )~0) = 0 voor t O ! Oo 
t € l t 0 et0+TJ 
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Bovendien bestaan er: rijen t O 0 tk en $0 zo dat 
k k 
p(U($0 &tk~t0 )iO) + 0 als k + ""'o 
k k 
Uit de definitie van V volgt 
Met t 0 = t 0 § $0 = $0 is deze integraal als volgt te splitsen 
k k 
t 0+T T1 .., 
Vt (<Po)= I =W(U($o,T®to))dT + J + I -W(U(~o~T~to))dto 
o t 0 t 0+T T1 
Voor geschikte keuze van Tis de eerste integraal willekeurig klein; 
de derde eveneens voor T1 groot genoego Kiezen we indices k groot 
genoeg 0 dan is ook de tweede integraal klein te makeno Er is dus 
een indez k0 (e) met 
-Vt (<Po ) 
Ok k 
hetgeen in strijd is met de eis e uit de stellingo De aanname dat 
-
U = 0 niet uniform aantrekkend zou zijn is dus onjuisto Hiermee is 
stelling 3 geheel bewezeno 
De vierde stelling van Lyapunov uit §5 0 handelende over de noodzake-
lijke en voldoende voorwaarde voor instabiliteit 0 kan voor het ender= 
havige geval van stelsel (11oi) als volgt geformuleerd wordeno 
Stellin~ 4a De triviale oplossing van het stelsel (11o1) is dan en 
slechts dan instabiel als er twee families functionalen Vt en Wt 
bestaan met de eigenschappen 
ao VoorJt ! 0 zijn Vt(<P) en Wt($) gedefinieerd binnen een 11bol11 
S(O ~r) 11 r > 0, 
bo Vt(<P) is begrensd voor O<t<""' en <PES(O~r), 
-
Co Bij willekeurige o > 0 J.S een <Po te vinden, alsmede een t 00 .. dat zo 
Vt ($0 ) > 0 a.ls p(4'O,o) < 01 
do 
+ Wt(U($,t 0t O)) 9 da frt Vt(U($~t~to)): AVt(U($1t,to)) waa.rin 
-
Wt($)! 0 en A een positieve constante is, 
BewiJso Noodzakelijke voorwaardeo 
Zij € > 0 een grootheid® zeals voorkomend in de instabiliteitsdefinitie 
van §8 (M -is hier de verzameling U = 0) 0 en beschouw een element 
cj> e. S ( 0 ® e) o We definieren nu een familie functionalen Vt zoda.nig dat 
1eo Vt (4>) = 0 indien t ! t 0 impliceert p(U(t 9 cj>it0 ),0) < ,, 
2eo Vt(F! ($0 ) =et-tel>= V(U(t~cl>00 t 0 )). als uit t = t4> 9 p(U(t 9 $ 9t 0 ) 10) 
0 
!~ en uit t 0 < t < t~, p{U(t 9 cj> 8t 0 ) 90) < E volgt voor een of andere 
waarde t<l>o 
Kennelijk is steeds£!= V0 terwijl de familie functionalen Vt begrensd dt 
iso Uit de insta.biliteit van U = 0 volgt dat bij willekeurige o > 0 
een cl> en een waarde t 0 van t te vinden zijn met p(U(t,4> 9t 0 ).o) ! E 
voor t = t$o Dan is dus 
Vt (cj>) > 0 als p(4>~0) > o, 
0 
waarmee a.an alle eisen moboto Vt voldaan iso 
Voldoende voorwaardeo 
Uit de eigenschappen !. t/m ~ volgt dat bij willekeurige o > 0 een <1>0 
met p(4>010) < o en een waarde t 0 van de parameter te vinden. zijn zo 
da.t Vt (<1>0 ) > Oo V(U(t 0 <1>0 ~t0 )) is een oplossing van 
0 
met de beginvoorwaarde 
Dus is 
dV 
.- ="AV+ W dt 
Stel nu dat U = 0 een stabiele verzameling iso Enerzijds is dan 
en d~s is V(U(t~4>00t 0 )) begrensd als t ! t 0 o .Anderzijds geldt boven-
staa.nde ongelijkheid van V 11langs" de beweging F! (<1>0 ) = 0~ hetgeen in 
0 
strijd is met de aanname dat tJ = 0 sta.biel iso Dus is ze instabielo 
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120 De methode van Zubov voor het .construeren van Lyapunov ~ctio-
ne.J.en 
Alvorens in te gaan op de meeste recente resultaten van de stabi-
liteitstheorie verdient het aanbeveling stil te staan bij hetgeen 
bekend staat als de methode van Zubov voor aonstructie van Lyapunov 
:f'unctionaleno Zoals reeds werd opgemerkt noemt men een functie• welke 
aan de hand van de oo~spronkelijke stellingen van Lyapunov 9 stabili-
teit van een zekere oplossing garandeert eenWapunov f'unctieo Bij 
beschouwing van dynamische syttemen of algemene systemen generaliseert 
men dit begrli.p uiteraard tot !,:la:12unov functionaalo In het voorgaande 
is getracht een overzicht te geven van de belangrijkste stellingen 
uit de stabiliteitstheorie& waarbij steeds de existentie van Lyapunov 
functionalen verondersteld of bewezen werdo 
Een praktisch en zeer belangrijk probleem is 1 deze Lyapunov 
functione.len metterdaad aan te geven o Als eerste is Zubov [1] er in 
geslaagdt een systematische constructie te ~even voor bepaalde klassen 
van problemeno Een toepassing daarvan vindt men in §130 Onlangs hebben 
Br~on en Miranker [5] een toepassing geveven voor het gevll van 
niet-lineaire partiile differentiaalvergelijkingen bij een gemengd 
randwaardeprobleemo Dit wordt beschreven in §14~ 
Allereerst zullen we een schets ~even van de constructie van Zubov 
voor gewone differentiaalvergelijkingeno 
Veronderstel dat de f'uncties f 6 (x1~ 
behoren tot de klasse Cv(E) (v > 0) van 
n = 
000 1 x) (s = 1 1 ooo& n) n 
v-keer continu differentieer-
bare functies 8 gedefinieerd in een Euclidische ruimte Ee Indian voor 
n 
heeft het stelsel 




Zij voorts de eenduidigheid der oplossingen van {12o1) gegarandeerdc 
Men kan aantonen dat de oplossing X(t~X(O)) met X(OeX(o)) = X(O) 
. . ,,, . .. b (0) (0) 
v-keer continu differentieerbaar is mo oto x1 ~ ooc~ xn o Onder 
bovengenoemde veronderstellingen bewijst Zubov de volgende belang= 
rijke stellingg 
Stelling 1 o Zij Ac En een gebied dat een voldoend kleine omgeving 
van X = 0 bevatc A is dan en slechts dan het gebied van asymptotische 
stabiliteit van de nuloplossing van (12o1) als er twee functies V(X) 
en <P(X) bestaan met de eigenschappen: 
!,o V(X) is gedefinieerd en continu in A 8 $(X) in E; 
n 
~o -1 < 
Co Bij 
V(X) < 0 voor X~A 9 $(X) > O voor Xi!E 3 lxl :/: o, 
n 
willekeurige y2 > 0 bestaan y 1 > 0 en a 1 > 0 zodat 
V(X) < -Y 1 voor !xi~ Y2~ <j>(X) > a 1 voor Ix!~ Y2, 
io V(X) + 0 en <j>(X) + 0 als !xi + O, 
!;,o Als YEA \A en IYI ff O dan is lim V(X) = =1 3 
X+Y 
als I X I + co~ Xe. A dan gaat V ( X) + - 1 , 
n }: fo [ dV(X(tpX(O))] = <j>(X) {1 + V(X)} 
- dt t=O i=1 
Bij het bewijs gebruikt Zubov de keuze 
Q 
2 f • 0 
1 
waarin Been positieve constante voorstelt en L(s) een in =co< s < +00 
sterk monotoon van +co tot O dalende functie is met 
waarbij o1 genomen is uit de stabiliteitsdefinitieo De fun.ctie $(x) 
is V=keer continu differentieerbaar en de afgeleiden van alle orden 
k ! v zijn sterk monotoon toenemende functies van O tot +coals 
X ~ +~,op O ! X < +=c 
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Indien 
voldoet de functie 
( 1202) 
aan de gestelde voorwaardeno Men kan aa.ntonen dat v1(X(O)) en dus 
ook V(X(O)) V=kee:r continu diffe:rentiee:rbaar iso 
Een belang:rijk speciaal geval is v ~ 1a Indien de nuloplossing 
van (12a1) asymptotisch stabiel is 0 heeft de vergelijking 
n 2 
1+ I f,(X1QOOO~X )(1 + V) 
i=i 1 o n 
een en slechts een continu differentieerbare oplossing met V(O) = O® 
voor Xe Ao Een voldoende voorwaa:rde voor de oplosbaarheid van ( 12 o 3) 
is de sommee:rbaarheid van ~(X(t~X(O)))~ 
f~ o(x(t,x< 0 l))dt 
voo:r voldoend kleine waa:rde van I i 0 ) ! 11 If, is dus afha.nkalijk van de 
mate van afnemen van X(t~X(O)) als t ~ ~o Kent men dit verloopi dan is 
daaruit reeds een functie If, met de eigenschap (12a4) te const:ruereno 
In de volgende voorbeelden wordt de hulpfunctie $ op directe wijze 
geconstrueerdo 
Voorbeeld 1 o 
Beschouw het stelsel 
dx 2 
== =X + 2x y~ dt 
~= =Yo dt 
4o 
Door de keuze 
krijgt (12o3) hier de vo:rm 
waarvan een oplossing is 
Kennelijk wordt het gebied van asymptotische .stabi1iteit van de nul-
oplossing x = y = 0 begrensd door de kromme xy = 1o 
Voorbeeld 2o 
Het stelsel 
hee:f't een evenwichtspunt (1 90)0 Gevraagd wordt de begrenzing van het 
gebied van asymptotische stabiliteit van deze oplossmngo Vergelijking 
(12o3) krijgt de gedaante 
door de keuze van •g 
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Van de partille differentiaalvergelijking is een oplossing 
2 2 ( ) (x-1) +y V XeY • • 2 2 ·0 (x+1) +y 
De begrenzing van het gebied van asymptotische·stabiliteit is de 
rechte lijn x = Og 
130 Werk van de Russische School 
Als eerste toepassing ~ani de voorgaande·theorie op meer speciale 
stelsels beschouwt Zubov het stabiliteitsprobleem voor het volgende 
quasi-lineaire stelsel van de eerste orde 
( 1301) 
waarbij we~r verondersteld wordt dat de functies f (u19 ooo 8u) continu s n . 
en begrensd zijn 8 en gedefinieerd in En• de grootheden bi (i = 18 ooo 9k) 
zijn reele aonstanteno 
Zij teen lineaire ruimte·bestaande uit vector:f'uncties, = (,18 000,lf,n) 
met voor (x19 oooe~)~Ek gedefinieerde en continu diff'erentieerbare com= 
ponenten lf,i(x1,oooe~) 8 genorm.eerd volgens 
Onder de aanname dat (13o1} de nuloplossing bezit wordt het stabiliteits= 
probleem van deze oplossing beschouwdo Voor de oplossingen van (13o1) 
geldt de 
Stelling 1o Als de :f'uncties f 61 s = 1a oooe n 0 continu dif'f'erentieer-
baar zijn in E bestaat bij ieder willekeurig element If, Et een f'amilie 
n 
in If, en t continue oplossingen U(lf, 9t) 9 voor -m < t < m 9 welke continu 
dif'f'erentilerbaar zijn (ioeo UG t) 9 met U{ ♦ eO) = IJ,o 




Bij het bewijs van stelling 1 besohouwt Zubov het bijbehorende stelsel 
du 
(13o2) dts = fs(u1 ~ 0000 un) • S = 1eoooano 
Blijkens de veronderstelde eigenschappen van f hee:ft (13o2) ,,nduidig 
bepae.lde oplossingen U(t 8U(O)) in E met de ei:ensohappen& 
!,o U( t .u(O)) is gedefiniee:rd voo:r uf0 )E En en wCIO < t < ao; U( t .u(0 )) G. En & 
bo U(t 0U(O)) is continu in"beide aomponenten 9 ioeo 
-
aJ.s 
It -t I+ 0 en lu(o)_u(O)I = r lu(O) • u(O)I + 0; 
1 2 1 . 2 s= 1 19s 2 1s 
Co U(taU(O)) is een oplossing van (13o2); U(O•U(O)) = U(O)o 
-
Het is nu niet moeilijk te bewij zen dat, de vect·orfuncties 
voor ♦ Gt aontinu differentieerbare oplossingen van (13o1) zijnG 
Men kan nog meer informatie van het stelsel gewone diffe:rentiaalverge-
lijkingen (13o2) betrekkeno Indien f 8 (0 11 000 8 0) = 0 (s = 19 oooen) 
hee:ft (13o2) de nuloplossingo Stel nu dat deze asymptotisch stabiel is 
en pas stelling 1 uit §12 toeo Er bestaat dan een functie V(u10 oooaun) 0 
welke gedefinieerd is in het gebied van asymptotische stabiliteit A van 
U = 0 0 terwijl -1 < V < 0~ daarnaast bestaat er een functie W(u19 oooeun}• 
gedefinieerd in Et z6 dat 
n 
Va > o 3 a > o I I ul > a ~ w > s. 
terwijl V(0 9 dV OOOt 0) = W(Oi 0009 0) = 0 en d.t = W(1 + V)o 
Zij nu 
d 
SA= {ueA / 1 + V(u,,0009Un) = A} t O <A<,. 
d 
GA = { U E A / 1 + V ( u1 9 o o oe un ) !, A} • 
en ~ d 
♦A= {4>€t / cj,(x1.ooo 1~)~G})o 
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Er is minstens iin pw,.t (,1• ooo"' k) waarvoor U(O) = 4>(t1.oooatn)f.S>.o 
Zodoende ontstaat een relatie tussen de :f\maties•van de klasse lj>>. en 
de punten van het gesloten oppervlak S>. 0 ioeo 
'f/u(O)E s).3taG.4i). / 'o(t1&0C>Ol)tk) = u'0 ) voor zekere (t,eoooa(k). 
en vice versao 
De volgende definitie is daa:rom zinvolg 
( 1 3) V ( ) V( (0) (0)) 3o 1 cp = . u1 & o o o t Un e 
waarbij cl> C cl>>. en u(0\t S>. correspondeert met 
>.(t) = V(U(t~U(O))) + 1o 
r'· 
cpa Zij verde:r 
Dan kan men bewijzen dat 
zodat de :f\mctioriae.l v1 langs de gehele beweging U(t 9cp(xi+bit)) 
berekend kan worden domovo de for.mule 
V1(U(t 9 cp(xi+bit))) = V'(U(tf>U(0)))·0 
, d (0) Steilen we nu neg dat w1 ( cl>) = W(U ) dan volgt uit 
dV1 = ~ = W(U(t,u( 0 )))(1 + v,) dt di. 
dat 
( 1304) 
Hierbij is het stabilitei~sprobleem van het stelsel (13o1) geheel 
"vertaa.ld" in termen van dat van het stelsel ( 1302) o Deze correspon ... 
dentie vatten we semen in de volgende stellingo Hierbij is 
d 
A = U lj> 
' 0<>.<1 >- 0 
44 
Stelling 2o De triviale oplossing ♦ = O van een dynamisch systeem• 
gedefinieerd door het stelsel (1301) is dan en slechts dan asymptotisch 
stabiel0 indien de nuloplossing van (13o2) dat iso Het gebied van asymp-
totische stabiliteit A, van de beweging • = 0 van het systeem 
U = U(t 0 ♦ (x,+b.t)) bestaat uit dfe functies •~ waarvan de afsluiting der l J. 
waardenverzameling binnen A 0 het gebied van asymptotische stabiliteit van 
de nuloplossing van (13o2) valto Omgekeerd bestaat A uitsluitend uit d!e 
punten U(o), die beelden zijn van functies ♦ EA♦ o 
Een meer speciaal geval van een stelsel van het type {1301) is 
au ) k au 
...,.! = U(µ \ b . 6 
"'t s + t.. ....... ~ 
Q O ~ J. ax• l=u l 
(13.5) 
waarin U~µ) homogene functies van orde µ zijn 9 metµ=~! 1 8 p ~ 2k en 
q oneveno Men kan bewijzen dat de nuloplossing van het bij {13o5) beho-
rende stelsel 
dan en slechts dan asymptotisch stabiel is indien er twee functies bestaan 9 
V(u19 ooo 0un) homogeen van orde m = µ + 1 > 0 en W(u11 ooo,un) 9 hoJil.ogeen van 
orde m > Oe met de eigenschappen 
V > 0 en W < 0 als U f 0 9 
en 
dV 
.,,._ = Wo dt 
We definieren nu 
waarbij GA binnen rA ligt~ ioeo de verzameling 
U E A / V ( u1 il o o o il un) ~ A 
" voorstelt, zodanigt dater minstens ,,n punt (t10 ooo 1 tn) is waarvoor 
♦ (t 1 0ooo&tk) = U(O)C lAo 
Stel nu 0 voor ~ E 'i' A 0 
volkomen analoog aan het voorgaande 0 meer algemene gevalo Dan is weer 
en dus 
Zubov hee:f't de volgende schattingen van v,~ w1 en U(t 9 ~) gemaakt 
voor µ > 1 9 
en 
Hierbij zijn a. 0 b. 0 c. 9 d.® p. en q. (i = 1 9 2 8 ) positieve constanteno l l l l l l 





a 1+o o o+aku 
a ~ a 1 s o o o 9 ak \ t ) a i 0 s = 1 • o o o •no 
Sl a, ak 
ax 1 o o o ~~ 
k 
Het symbool l houdt sommatie over alle l a. van O tot een zekere 
(a.) j=1 J 
m~ ino De co;riicienten a ~a1• 000 eak)(t) worden verondersteld reele 
I Sl 
functies van t te zijn 0 gedefinieerd en continu voor t ! Oo Een meer 
compacte schrijfwijze onstaat ale volgto Zij U = (u19 ooo,un)• 
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a 
s. = - en A J axj a 1eoooeak een vierkante matrix met elementen a (a1•
000 •<\) 0 
s. 
l. 
Dan verschijnt (13o7) in de gedaante 
(1308) au -= at E k l a.=O 
j=1 J 
Het stabiliteitsp~obleem van de hypothetische nuloplossing van (1308) 
blijkt weer te corresponderen met dat van een stelsel gewone differen-
tie.alvergelijkingen9 in vectomotatie 
(13o9) ,s!! =A O U dt 0 
Is X(t,t0 ) een funda.mentaalstelsel van oplossingen van (13o9)a met 
X(t09t 0 ) = 0 9 dan is u = X(t 0t 0 )u(o) voor u(O)E. En een oplossing van 
(1308)0 In de veronderstelling dat we een norm bezitten voor de ruimte 
der oplossingen kunnen we weer de volgende bewaring uitspreken: 
Een nodige en voldoende voorwaarde voor de asymptotische stabiliteit 
(stabiliteit 8 instabiliteit) van de nuloplossing van (1308) is de 
asymptotische stabiliteit {stabiliteit 0 instabiliteit) van de nuloplos-
sing van (13o9)o 
De theorie van §§10 en 11 was ontwikk.eld als een zuiver Cauchy probleemo 
Het is echter mogelijk om 9 met geringe modificaties 9 de theorie van 
Hoofdstuk III op gemengde rand- en beginwaarde problemen toe te passeno 
Zubov geeft het volgende voorbeeld van zo 0n gemengd probleemo 
Beschouw de vergelijking 
waarin de functies a .. (X.t) l.J • . 
0 < t < +•~ waarin a. reUle 
... ' ~ J. 
X = ( t 1 I) o o o 9 tn) ED geldt 
n 
en a(X 9t) gedefinieerd zijn voor XE D CE • n 
componenten zijn en,voor alle 
n 
I a •• (X 9t)t.f;. > a(t) l.J l. J .... r il)j=1 i=1 
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Hierin is a(t) een voor t ! O gedefinieerde 9 positieve continue 
functieo De begin- en randvoorwaarden :zijn& 
(13011) { 
U(X 8t) = q,(X) 
U(X 0t) = 0 als X&.S; 
Sis de rand van een gebied n in D 9 q,Gtn• de ruimte van alle 
continue differentieerbare 9 op n gedefinieerde functieso 
Stel dat dit probleem een oplossing U(X 8t) heeft waarvoor 
!,o U{Xet)E L2(n) als t ! t 09 
b aU(X 11t) b t . · L (n) 
_o at es aat in. de :nn van 2 u o 
Beschouw nu de in L2 (n) gedefinieerde functionaal 
(13012) d J 2 V = n t1 dwo 
Volgens (13c10) is de totale afgeleide van V 
dV J [ n a au n au ~ 
-dt = 2 U L a (a., (x.t) r> + l a. ~ + a(x.t)U dwe 
n . , 1 X, lJ X, i•=, l oX. u l eJ= l J l 
waaruit door partiele integratie volgt 
dV J [ ~ au au 2j 
-dt = ... 2 1,, a. ,(Xet) ~ ~ ... aU dw 0 
n , , 1 lJ oX. oX, 
u leJ= l J 
Wegens de ongelijkheid 9 waaraan de coefficienten a .. moeten voldoen 
lJ 
volgt 
(13013) dV J [ ~ au ~ ( .. J 42 dt ! -2a(t} n i:, <axi) 1aw + n au dwo 
Al (X ) 0 . dV O b'. l . l ' s nu a 9t ~ is d.t < en lJgevo g is de nulop ossing van 
(13010) stabieloMet gebruikmaking van de ongelijkheid 
wordt { 13013) 
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Indien nu bovendien 
is de triviale oplossing van (13010) asymptotisch stabiel en geldt 
de schatting 
met 
Lyantze [3) beschouwde een gemengd probleem in m< (o ! t < ~J voor 
een Zogo sterk parabolisch stelsel 
(13014) au a - = •L(x 8-)Uo at ax 
Hij toonde de oplosbaarheid aan onder de condities dat U8 met alle 
mogelijke afgeleiden tot en met de (m-1)e orde (mis de orde van 
L(x 8ix)) nul zijn op de rand van O voor alle t E. [0 9 00 ) en dat 
U(X,O) = cj,(X) • met cl>, L2(X) o Vishik en Ladyzkenskaya. [4J bewezen 
a.at de nuloplossing van (13014) asymptotisch stabiel is in L2{n)o 
Zij gebruikten de functions.al 
met de voorwaa.rde 
(a> O constant), 
met 
I ~ 2 = L Uo du>o 
0 i=1 1 
Zubov merkt op 0 dat de theorie der algemene systemen 9 hoewel kwali-
tatief van grote betekenis zijnde 0 niet in alle gevallen van gemengde 
problemen uitkomst biedto De volgendee en laatste paragraaf zal gewijd 
zijn aan het werk van enige Amerikaanse auteurs 9 die voor het oplossen 
van het stabiliteitsprobleem voor niet-lineaire gemengde problemen een 
iets andere weg bewandeld hebbeno 
140 Zeer recente ontwikkelingen in de constructie van Lyapunov functio-
nalen 
De inhoud van deze paragraaf vormt de kern van het artikel van 
Brayton en Miranker L5J over gemengde niet-lineaire rand- en begin-
waarde problemeno De door hen beschouwde klasse van problemen wordt 
in een ZoSo canonische vorm gebraaht 9 hetgeen de bewerking ervan verge-
makkelijkto Het essentieel nieuwe van hun artikel is dat zij nu een 
constructie geven van Lyapunov functionalen voor dynu4sche systemen 
in een Hilbert-ruimteo Deze constructie is een veralgemening van een 
door Brayton en Moser (6J aangegeven methode voor de constructie van 
Lyapunov functionalen bij gewone differentiaalvergelijkingeno 
Uitgangspunt van de beschouwingen van Brayton en Miranker vormt een 
stelling (van Massera C7J 9 stelling 23) over een autonoom stelsel 
gewone differentiaalvergelijkingen 
i = f(x) o 
Stelling 1o Als een evenwichtspositie van (14o1) uniform asymptotisah 
stabiel in ut groot (volledig stabiel~ zie §10) is en f is continu, 
da.n bestaat er een positief definiete afnemende en voor I lxl I~= on-
1 
begrensde functie v(x(t)) met een negatieve tijdafgeleideo De functie 
v heeft parti!le afgeleiden van elke willekeurige ordea 
Zij nu v de gradient van Vo Wegens 
X 
dv(x(t)) = (v x) < O 
dt x 8 
zijn de vectoren v en x nooit orthogonaalo Dus bestaat er bij elk punt 
X 
x een niet-singuliere negatie~ definiete matrix J(x) met 
(14o2) 
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Afgezien van het gedrag van J(x) in het groot kunnen we (14o2) zo 
opvatten dat een volledig stabiel systeem i = f(x) geschreven kan 
Worden in de "canonische" vo:rm 
(14o3) J(x) i =Po 
X 
In refo C6] is aangetoond dat zeer vele problemen 1 ooao Hamiltoniaanse 
systemen en vele klassieke elektrische netwerken in de vorm (14.3) 
geschreven kunnen worden en hierbij een Lyapunov functie geconstrueerd 
kan wordeno 
Het doel is nuID zoveel mogelijk gemengde problemen voor partiele diffe-
rentiaalvergelijkingen in een aan (14o3) az:ialoge vorm te schrijven, 
Daartoe stellen we 0 om de gedachten te bepalen dat de vectorfunctie 
u(x 9t) een oplossing is van,het quasi~lineaire stelsel 
(14o4) t > Ot O < X < 1e 
met de randvoorwaarden 
X = 00 t > 0, 
X = 19 t > Oo 
Hierin ziJn J.(u) 0 i = 0 0 10 2z matrixfuncties van u 0 B. 9 i = Q0 1• 2 1 1 
vectorfuncties van u 0 respo van de vo:rm nxn en dimensie no We veronder• 
stellen dat J 1 en J 2 singulier zijn en so:mmige elementen van B1 en B2 
nule zodanig dat ieder der relaties (14o5) precies i randvoorwaarden 
geefto Sommige linkerleden zijn dan misschien nul 8 zodat die randvoor-
waarden algebraisch wordeno 
In de notatie van de 3n-vector 
worden (14o4) en (14o5) 
waarin Jen A matrices zijn met in de diagonaal blokken van nxn• 
~ 
en waa.rin 
een 3n-vector iso 
Voor elk stelsel beginvoorwaarden u(xiO)® O < x < 1 bepaalt (1406) 
een trajectorie in een ruimte van vectorfuncties; gedefinieerd op 
Coi1]o Bater is het echter de trajectorie te beschouwen in de tripel-
product ruimte van vectorfuncties op (0~1) en vectoren in de punten 
x = 0 en x :::: 1 0 zoals feitelijk door de notatie [uJ al g·ebeurd iso 
We beschouwen nu iopoVo de functie P(x) zoals in (14o3) een functio-
naa.l P [u] ~ afhankelijk van [uJ en wellicht de plaa.tsa.fgeil.eiden van 
de eerste n componenten van [u] o Stel dat P [u] de volgende vorm heeft 
De gra..dient P CuJ van de functiona.a.1 P CuJ is een 3n=vector I waarvan de 
componenten zijng de afgeleiden (in de zin van Euler) van de eerste n 
componenten en de natuurlijke randvc,orwa.arden in x = 0 en x = 1 voor 
respectievelijk het twee de= en derde n=ta.l component en van P [ u] ( zie ook 
@]), a.ldus: 
F d = === F 
u dx u 
X 
(1408) P[u] = ( <Pu F ) I 0 u 
x=O X 
<? + F ) I 
u u 
x=1 X 
Nu geldt het volgende 
. Lemma.o 
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Z;j P [uJ een :functionaal 1> gegeven door ( 14 o 7) dus 
Dan is 
Deze formule is ~en ans.logon van 
dG 
-= dt 
voor gewone functieso Voor vectoren [u] en [vJ uit de tripelproduct 
ruimte betekent het rechterlid van (14o~) 
([u) • (v]] = ( (u,v)dx + (u,v) lx=O + (u,v) lx=l' 
Het bewijs van (14o9) wordt geleverd door (14o7) naar t te differen-
tieren 
~fw = Io1 [(Fuaut) + (Fu., .u ..... t)]a.x + (.i. u ) I + (·'· u ) I 
• A•. ~u 0 t x=O o/u~ t x=1 
en vervolgens partiele intepratie tee te passen op uxt' dan volgt 
dP[u] 
dt 
De voorgaande heuristische argument en leiden ertoe e voor gemengde 




waarin J(u) de reeds uit ( 1406) bekende matrix met de "kastjesvom" 
iso Voor de functionaal P[uJ zulJ.en we steeds de vom (14o7) kiezeno 
Ae.ngezien de randvoorwaarden natuurlijk zijn 9 en slechts een n-tal 
onaf'hankelijk is 0 gee:rt (14010) niet hat beeld van een overbepaald· 
-
systeemo 
We zullen ons nu bezighouden met het stabiliteitsprobleem voor oplos-
singen van het probleem (14a10)o Onder zekere voorwaarden zullen deze 9 
als t + +-& naar een evenwichtstoestand blijken te gaano De stelling• 
waarin ,,n en ander geformuleerd zal worden, handelt alleen over het 
quasi-lineaire geval van een gemengd beginwaarde probleem en is een 
analogon van de stelling van Masserao 
Ae.nsluitend op de in §3 ingevoerde begrippen betreffende dynam.ische 
systemen geven we de 
Definitie 1a De limietverzameling L(p) van een trajectorie Ft(p) van 
een dynamisch systeem is de verzam.eling van alle punt en w, R ( w-limiet 
punten) waarvoor een rij {t} bestaat 9 t + m als n + m met 
- n n 
lim 11 w - Ft ( p) 11 = 0 o 
t -+CO n 
n 
Definitie 2o Als voor elke p 41 R• Ft (p) voor t ! 0 compact is in R9 is 
iedere limietverzam.eling L(p) niet~leego Indien er bovendien een 
invariante verzameling M bestaat zodanig dat L(p)~ M voor alle p·• R9 
dan heet M volledig stabiel ( vglo de defini tie a.an het eind van § 10) () 
Voorts verstaan we onder [u] « c1 [o, 1] dat het eerste n-tal componenten 
van [u] stuksgewijs continu differentieerbaar is in Coe 1) o Bijgevolg 
zijn de tweede en derde n-tallen componenten van (uJ gelijk aan lim 
respo lim van het eerste n-talo x+O 
x-+1 · 
Met Cu] e c(o, 1) bedoelen we dat het eerste n-tal componenten van [uJ 
continu op (0 9 1) iso Een verband met de laatste 2n componenten zeals 
voor c1[0 0 1] bestaat niet noodzakelijko 
Definitie 3o De Hilbertruimte H1 is de afsluiting van de ruimte van 
functies [u] E c1 [ot 1] e genormeerd volgens 
ofwel 
I lul I~= r[uJ e[uJJ + f1 (u ~u )axe O X X 
Definitie 4o De Hilberlruimte H0 is de afsluiting van de functieruimte 
(uJ '! C(Oe 1) t waarbij 
Stal nu© dat het stelsel (14010) een dynamisch systeem genereert in 
H1 en dat uit [u]~ H1 volgt P[u]e H0 o . 
Definitie 5o De evenwichtsverzamelins l van (14010) is de verzameling 
functies [u] f H1 waarvoor I IP[u] 11 0 = Oo 
Onder bepaalde voorwaarden nu is de invariante verzamelingf volledig 
stabielo Bij elke beginsituatie in H1 heeft (14010) een oplossing met 
verdichtingspunten in fl als t ~ 00 0 Indien (een discrete verzameling is 
gaat~ wegens de continu1teitseigenschap van het dynamisch systeem 9 
iedere trajectorie naar i;Ein limietpunt in f:o 
De stalling luidt: 
Stallins 2o Zij gegeven dat het stelsel 
J O [utJ = P [ u] = A O ux + B ~ x E ( 0 ~ 1 ) ® t > 0 ® 
een dynamisch systeem genereerl op een deelv"'""'A.meling van H1 o J 0 A en 
B zijn continu afhankelijk van x en uo Dan ii; L~",' ~ enf is volledig 
stabiel~ indien aa.n de volgende voorwaarden is voldaan~ 
!,o P [u] ~ H0 9 en P [aj is continu voor [U:] ~Hi; 
_£0 De matrix A0 uIDx) (doWoZo A continu en x~(0,1)) is inverteerbaar; 
.£0 Er besta.at een functionaal P[u] e continu voor [uJ fi H0 s zo dat 
1eo i{u] ! =b > =""© b reeel > 0 9 
2e o P [ il + 00 11 u 11 + 00 ; 
3eo P ~ -Kl lP[uJ 11;© waar K een positie;f getal iso 
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Teneinde de stelling te bewijzen tonen Brayton en Miranker eerst aan 
dat bij iedere P€ H1 0 waa.r het systeem gede:f'inieerd is L(p) niet• 
leeg is of ~at Ft(p) compact in H1 (zie defo 2)o Daarna wordt aange-
to.ond dat L~f;o 
Een moeilijk praktisch probleem is de constructie van de Lyapunov· 
functions.al P [u] o Zoals gezegd geven Brayton en Miranker een op een 
idee van Moser gebaseerde constructie en lichten deze toe met enkele 
voorbeelden uit de niet-lineaire netwerktheorie en, een hogere-orde, 
parabolische vergelijkingo Het eenvoudige probleem van het eerste 
type benevens de parabolische vergelijking zullen hier behandeld 
wordeno Allereerst volgt echter een beschrijving van de constructie 
der Lyapunov functionalen voor problemen van het type (14010) 8 
Een noodzakelijke voorwaarde voor P om een Lyapunov functions.al 
te zijn is het negatieve teken -van Ja terwijl moet gelden 
Uit een gegeven stel Pen J welke voldoen aan (14010) wordt nu een 
f'amilie paren P~ j geconstrueerd waarvoor (14011) geldto Hieruit 
wordt dan een paar gekozen met j <Oen waarvoor P aan de eisen van 
stelling 2 voldoeto 
Stel dat de functionaal P uit (14010) de volgende VOJ:'Jl'l. hee:rt 
waarin y een constante matrix ist en Ba, en 1/J scalairfuncties 
van u zijno Dan is 
(y=·l)u + B (u) 
X U 
P[u] = C,u-yTu) lx=O 
T 
(1/Ju+y u) lx=1 
Wat betreft het probleem (1406) geldt de correspondentie 
Zij nu A een constante en M de matrix 
waarin M00 M1 en M2 nxn-matrices zijn 0 constant en symmetrischo 




(14 0 13) j a O -iATM0J 0+(1I+(~uu-y)M1J1 
0 0 
waarin ATM0J 0 een constante symmetrische matrix moet zijno 
Uit (14012) volgt dat 
il>il 
(14014) 
* = A[P[u1 ,(ut]] + ½- i(PCuJ eMPfuJJ = 
= tAJCut) s Cutl) + ~ ~ [PtuJ ,MPCujJ o 
Hierin is 







= o ((A MoJo'\•uxt) + (BuuMOJOut•ut)]dx + 
+ (($uu-y)M1J1ut•ut)lx=O + ((~uu+y)M2J2ut,ut)lx=1° 
Omdat ATM0J 0 een constante symmetrische matrix is geldt 
J1 T f 1 d T , ( T ) I x=1 0 (A MOJOut ,uxt )dx = 0 dx i\(A MOJOut •ut )dx = l! A MOJOut •ut x=O o 
Hierdoor wordt (14015) 
Vullen we di t result aat in :Pormule ('14 o 14 ) in• dan volgt 
+ {(-~ATMOJO +(AI+ ($uu - y)M,)J,)ut•ut)lx=O + 
+ ((iATMOJO +(AI+ {~uu + y)M2)J2)ut•ut)lx=1o 
Vergelijken we dit nu met de vorm (14013) van j, dan blijkt 
... £ = [j 0 [ ut] 1 [ ut] J 0 
In de volgende voorbeelden zullen A en M zodanig gekozen worden dat 
j inderdaad negatief ist en P aan de eisen van stelling 2 voldoeto 
Voorbeeld 1 o 
Beschouw het volgende elektrische netwerk i=f ( v) 
E~ 
f(v)tfi ~ }c, 
---4 ~ X 0 ,. 1 
figo 1 figo 2 
V 
Hierin is het stuk [o® 1] een transmissielijn met specifieke inductie 
L0 specifieke capaciteit C® specifieke serie weerstand Ren speci= 
fieke shunt=geleidbaarheid Go Het voltage en de stroomsterkte zijn 
functies van x en t en voldoen aan het volgende 
{ Lit = =V =Ri 0 (14016) X 
=CV = i +Gv t X 
De randvoorwaarden zijn 
{ o = E = v0 - R0 i 0 0 
=C1v1t = i1 + f(v,) i 
stelsel podoVo 
X = 0 9 
X = 1 8 
waarin v0 = v(O®t)i v1 = v(1tt)® i 0 = i(0 0t) en i 1 = i(1 0t)o De niet-
lineaire functie f(v) geefi 0 zeals aangegeven in figo 2, de stroom-
sterkte in het 11ka.stje" van figo 1 in de richting van de pijlo Het 
stationaire stelsel (met alle tijdafgeleiden = 0) kan drie oplossingen 
hebbeno De volgende functionaal geefi aan 0 dat alle oplossingen naar 
~~n van deze drie stationaire oplossingen convergereno 
p = 
(NoBog extremalisering van deze functionaal geefi vier voorwaarden: 
een Euler-Lagrange vergelijking hij variatie van i$ ~en bij variatie 
van Vt en twee natuurlijke randvoorwaarden voor x = 0 respo x = 1, 
Deze vier uitdrukkingen geven precies het stationaire probleem 
(14016)-(14.17)). 
De termen met Ren G hebben een dissipatief karakter, reden om te 
veronderstellen dat R > 0 en G > 0 zullen bijdragen tot stabiliteit~ 
evenals R0 o Voorts is de term met f(v1) dissipatief a.ls f 9 (v) > 0 
en aktief als f 8 (v) < 0 o We kiezen nu >. en M zodanig da.t volledige 
stabiliteit verzekerd iso De twee eerste voorwaarden van de stelling 
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kunnen geme.kkelijk op voldaan zijn gecontroleerd worden; voor 





Men kan aantonen dat P ~ 0 en P ~ 0 bij de keuze 
R 
< t 0 
,., 
P kan gesohreven worden als 
f 1 (Ri+v )2 dx + .l l. f 1 v2 dx + .l). G J 1 v2 dx O X 2 R O X 2 O 
Met gebruikme.king van de ongelijkheid 
sahatten we de term.en van het type f (Ri+vx) 2 dx + J v; ~• Daar 
tevens O = E - Vo -Rio volgt 0 dat 11 u 11, .. 00 impliceert p .. 00 
(Stello 2 9 voorwaarde c 0 2e)o Dat het omgekeerde ook waar is laat 
ziah snel ccntrolereno 
• P• de totale tijdafgeleide van Pis 
< - K 
< 
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waar Keen positieve constante is 0 aangezien 
fO (v) 
c, < A 
R 
< t 0 
Deze ongelijkheid ~oor tis te schrijven als 
. 
p < ... K II p I 12 9 
- [u] 0 
waarmee aan conditie c, 38 van de stelling voldaan iso 
Voorbeeld 2o We beschouwen de parabolische vergelijking met roVoWo: 
r¾ =- uxx 0 < X < 1 • "'" -
(14.19) 0 = ... u X = o. X 
0 = ux X: 10 





Pis een Lyapunov functionaal aangezien 
Opserkingo Tot nu toe is niet geverifieerd dat de stroming 8 bepaald 
door de gemengde beginvoorwaarden ook inderdaad een dynamisch systeem 
op een deel van H1 definieerto De groep-eigenschap en de continue 
afhankelijkheid uit de definitie van een dynamisch systeem mogen 
verondersteld worden te zijn voldaan door "well-posed" problemen• 
"' 
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zoals in de voorbeeldeno De eigenschap, dat de a:f'beelding door de 
operator Ft II in°' is kan in het twee de voorbeeld aangetoond worden 0 
aangezien de diffusie operator de 11gladheid" van de beginwaarden 
handhaafto In het eerste voorbeeld echter kunnen gladde beginwaarden 
worden afgebeeld in een discontinue functie~ aangezien discontinut-
teiten zich langs kare.kteristieken voortplanteno Om dit te voorkomen 
moeten we eisen dat de beginwaarden zodanig in H1 gekozen zijn dat 
bij x = 0 en x = 1 a.an willekeurige algebratsche randvoorwaarden 
voldaan iso Dit garandee:rt dat zich vanuit de hoekpunten x: = o, t = O 
en x = 19 t = 0 geen discontinuiteiten voo:rtplanteno 
Dit is de reden waarom in stelling 2 van een dynamisch systeem op een 
deelverzam.eling van H1 gesproken wordto 
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